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Vorrede zum zweiten Teile. 

Zweck und Plaa dieses Bandes sind durch seinen Titel klar aus- 
gedrückt: sein Zweck ist, zu zeigen, in welcher Weise die wichtigsten 
geometrischen Gfehilde mit Hilfe der im I. Teil dargelegten Methoden 
dargestellt, und die hervorragendsten sie betreffenden Probleme gelöst 
werden können. Die gewählte Anordnung ist die natürlich sich dar- 
bietende, wenn man vom Einfacheren zum Zusammengesetzteren fort- 
schreitet. 

Trotz dieser Einheit des Zweckes besteht ein großer Unterschied 
zwischen der Anlage, unter der sich die Darlegungen des ersten der 
drei Bücher, die diesen Band ausmachen, darbieten, und der der beiden 
folgenden; daraus ergibt sich für uns die Pflicht, die Gründe dieser 
Verschiedenheit zu erklären. 

Der Stoff des ersten Buches ist die Daratellnng von Gebilden, die 
der Leser größtenteils schon von den Anfängen seiner geometrischen 
Studien her kennt (körperliehe Ecken und Polyeder); daher dürfen wir 
die Bekanntschaft mit ihren Fundamentaleigeuachaften voraussetzen, 
indem wir uns bloß einige Bemerkungen über die allgemeine Theorie 
der Polyeder gestatten, die weniger bekannt sein dürfte und noch ihrer 
weiteren Pflege und ihres Ausbaues harret. 

Die Kurven und Flächen hingegen, die den Stoff der beiden fol- 
genden Bücher bilden, sind Gebilde, deren Bekanntschaft wir wohl nicht 
bei der Allgemeinheit unser Leeer voraussetzen dürfen, wenn wir auch 
zugeben wollen, daß sie bei den Studierenden der Universität im großen 
ganzen nicht unbekannt seien. Somit erachten wir es für notwendig, 
ihre Theorie in allgemeinen Linien zu zeichnen, und dabei entsteht die 
Fiage nach dem einzuschlagenden Wege. 

Nun ist, was wohl schwerlich zu leugnen ist, die reine Geometrie 
heute noch nicht soweit vorgesclwitten, um die Mittel zu bieten, mit 
Strenge und Sicherheit in einfacher Weise die altgemeine Theorie der 
stetigen Reihen von oo^ oder oo^ Punkte aufzustellen, selbst wenn man 
sich auf algebraische Gebilde beschränken wollte. Die Kunstgriffe, 
die bisher angewendet werden, setzen entweder stillschweigend die Exi- 
stenz der die zu untersuchenden Gebilde darstellenden Gleichungen vor- 
aus, oder gründen sicli auf Infi niteeimalbetrach tun gen, deren geringe 
Strenge durch die Tatsache erwiesen ist, daß sie nicht imstande sind, 
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IV Votrede. 

zur Bestimmung des Gültigkeitsbereiches für die aufgestellten Sätze zii 
führen^). Oder sie gründen sich auf den Gebrauch kinematischer Be- 
trachtungen, die die Vertreter der reinen Geometrie als fremdartig ver- 
werfen, und deren absolute Strenge von vielen, wohl nicht mit Unrecht, 
in Zweifel gezogen wird. 

Dahingegen besitzt die analytische Geometrie der Kurven und 
Flächen heutzutage so breite und feste Grundlagen, daß auch die be- 
geisterten Anbänger der reinen Geometrie oft gezwungen sind, ihre 
Hilfe herbeizurufen. Somit halten auch wir es für angebracht, sie her- 
beizuziehen, um ein solides Fundament für den Flügel unseres Gebäude» 
zu erhalten, der dazu bestimmt ist, die Untersuchung und Darstellung 
der Kurven und Flächen aufzunehmen. Hierzu treibt uns auch ein all- 
gemeines Streben unseres Zeitalters, das die gemischten Methoden den 
reinen vorzieht, und das in allen Zweigen der Mathematik mehr zu einer 
Versebmelzung drängt'). Insbesondere sehen wir unsere Ansicht gestützt 
durch die Meinung eines hervorragenden Kenners, wie G. Holzmüller, 
der sagte: „auf der Universität müsse das Streben dahingehen, darstel- 
lende, synthetische und analytische Geometrie zu einer vollkommenen 
Einheit zu verschmelzen" *). Wir wollen zwar nicht bestimmt behaupten, 
daß das Ergebnis für die darstellende Geometrie schon ein definitives 
sei; wir selbst möchten wünschen, daß die reine Geometrie alsbald solche 
Fortschritte machen möge, daß diese Trennung ratsam erscheint. Wir 
sind aber der Meinung, daß sie darauf Anspruch machen kann, von 
allen gepflegt zu werden, die beim Unterrichte danach streben, Einfach- 
heit mit wissenachaftlicher Strenge in Einklang zu bringen, und wir 
möchten hier mit W. K. Clifford wiederholen: a man of science ei- 
plains as much as ever he can, and then he says: „this is all I can do; 
for the rest you must ask the iiext man." 

Auch wollen wir nicht verschweigen, daß uns zu diesem Entschlüsse 
die Bemerkung ermuntert hat (die wir im III. Teile des vorliegenden 
Werkes, der eine Geschichte der darstellenden Geometrie ent- 
halten wird, völlig bestätigt sehen werden), daß mehrere neuere Fort- 

1) Wir spielen insbesondere an ai f dV vitlen 60f,enanuten synthetiscben Be- 
gründungen, um die Exist«na der Tangentpn und St-hmiegungaebenen bei Kurven 
und der Tangentialebenen an Flächen darzutun Ferner sei bemerkt, dafi wir 
nocb keine Methode kennen, um ohne t ormeln au beweij^en, „daß im allgemeinen 
durch jeden Punkt des Raumes eine Sehne einer Raumkurve geht", ein in vielen 
Fallen unentbebrlicher Satz. 

2) Durchgeführt ist schon die Vertchmelaung der Planimetrie mit der Ste- 
reometrie, der Geometrie der Lage mit der analjtisclien Geometrie, der Differen- 
tial- und Integralrechnung, Somit erscheint als sehr natürlich daa Streben, die 
darstellende Geometrie mit der analytischen in organische Verbindung zu 
bringen, indem wir beide Bezeichnungen in ihrem weitesten Sinne fassen. 

3) Bemerknngen über den Uaterricbt und die Lehramtsprüfung 
in der angewandten Matbematik, (Jahresber. der Deutschen Math.-Vere. 
Bd. XIV, 1905. S. 265), 
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schritte, die unsere Wissenschaft gemacht hat, größtenteils durch An- 
wendung der Ko ordinalen metho de erhalten wurden.') Schließlich sei 
bemerkt: Wenn er in seinem Lehrbuehß ständig die analytische Dar- 
stellung einer Figur mit der graphischen Terkoppelt sieht, wird der 
Studierende es sich zur Gewohnheit machen, jede geometrische Aufgabe 
von allen Gesichtspunkten aus zu betrachten, und sich auch für 
die topologiachen Fragen interessieren, die die Gebilde betreffen, deren 
Gleichung er vor sieh hat. 

Diese Begründung der TOn uns getroffenen Wahl der Behandlung 
glaubten wir frei heraus sa^ea zu müssen, nicht um andere Methoden 
der Behandlung als tadelnswert hinzustellen, sondern um „das Geschrei 
der Gegner" zu beschwichtigen; und wenn ein GauB dieses fürchtete, 
80 darf auch sehr wohl jeder, der schreibt, es zu beseitigen trachten! 

Das sehr ausführliche Inhaltsverzeichnis, welches dem Texte vorauf- 
geht (und ein aiphabetisches Register Überflüssig macht), enthebt uns 
der Mühe, auf alle Einzelheiten der Materie einzugehen; dennoch mögen 
einige Erläuterungen zu dem II. und III. Buche hier vorgebracht werden. 

Das II. Buch beginnt mit einem Kapitel über die ebenen Kurven, 
dem wir, im Gegensatz zu unseren Vor^ngern, aus zwei Gründen eine 
beträchtlichere Ausdehnung gegeben haben. Erstens sind die für ihre 
Untersuchung angewendeten Methoden dieselben, wie sie auch bei den 
Raumkurven und Flächen angewendet werden, und darum ist es di- 
daktisch von Wert, diese in ihrer einfachsten Form darzulegen. Zweitens 
führt die Losung fast aller Aufgaben aus der darstellenden Geometrie 
der Raumkurven und Flächen in letzter Linie auf die Zeichnung einer 
oder mehrerer Kurven und die Aufsuchung der ihnen gemeinsamen Ele- 
mente; darum ist es sehr wichtig, daß der Leser sich eine innige Ver- 
trautheit mit diesen interessanten Gebilden aneignet. Aus diesem Grunde 
haben wir auch vielfache Beispiele ebener Kurven angeführt, und wir 
empfehlen dem jüngeren Leser, die entsprechenden Figuren auch selbst 
zu zeichnen und die dargestellten Kurven genauer zu untersuchen. (Diese 
Empfehlung gilt auch sehr wohl für die übrigen Figuren des ganzen 
Werkes). Wenngleich in dem ganzen Werke nur solche Gebilde behandelt 
werden, die durch Gleichungen definierbar sind, so sollten doch die gra- 
phischen Kurven nicht mit völligem Stillschweigen übergangen werden, 
da mit ihnen die elegante und lehrreiche Methode der Fehlerkurven ver- 
knüpft ist (vgl. § Ö). 

Das zweite Kapitel des II. Buches ist den Raumkurven gewidmet, 

1) Es sei hier schon bemerkt, daß die gleichzeitige Betrachtung dei- beiden 
Methodeu, mit den Ansichten Monges, des Begründers der darstellenden Geo- 
metrie in Einklang steht, indem nämlich die Hauptwerke dieses großen Mathe- 
matikers die Geometrie deacriptive und die Applications de l'analyse 
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TE Vorrede. 

die hier nicht als Schnitte von Flächen, sondern als einfache Folgen von 
Punkten betrachtet werden. Die allgemeioe Theorie wird (im dritten 
Kapitel) an zwei Beispielen illustriert; das eine ist eine algebraische, 
das andere eine transzendente Kurve. Die letztere ist die sehr bekannte 
Zylinder-Schraubenlinie, die andere die Spirale des Pappus, eine in ver- 
schiedener Hinsicht bemerkenswerte Kurve, nicht zuletzt durch die 
merkwürdige Tatsache, daß sie, trotzdem sie das Analogon auf der 
Kugel zu der transzendenten Spirale des Archimedes ist, dennoch 
eine algebraische Kurve darstellt. 

Das III. Buch ist den allgemeinen und speziellen Flächen gewidmet. 
Das erste Kapitel enthält die allgemeine Theorie, die wie bei den Kur- 
ven, innerhalb derjenigen Grenzen gehalten ist, die durch die Rücksicht 
auf für das die darstellende Geometrie nötige Material, vorgeschrieben 
sind; die übrigen Kapitel betreffen spezielle Flächen. Da eich nun für 
jede Kategorie von Flächen dieselben Aufgaben darbieten, so läßt sich 
danach das ganze Material ordnen, indem wir entweder ein und dieselbe 
Aufgabe (z. B. die Konstruktion der Tangentialebene) der Ileihe nach 
für alle Arten von Flächen losen, oder für dieselbe Fläche alle bezüg- 
lichen Änfgaben. Wir sind in der letzteren Weise verfahren, weil so 
jedes Kapitel sich als eine abgeschlossene Monographie einer speziellen 
Flache darstellt. Dennoch sind im ersten Kapitel die allgemeinen 
Methoden, soweit als sie für die Losung der Hauptaufgaben in Betracht 
kommen, angedeutet. Das zweite Kapitel beechäftigt sich mit den 
Flächen zweiter Ordnung, welche Gebilde dem Leser schon aus der 
Geometrie der Lage und der analytischen Geometrie bekannt sein dürf- 
ten, die aber hier von einem neuen Gesichtspunkte aus nntersucht 
werden, der vielfache Anwendungen der Kegelschnittlehre gestattet. Es 
folgen dann im dritten Kapitel die Kegel- und Zylinder flächen, die in 
den einfacheren Spezialfällen dem Leser schon aus den Elementen der 
Geometrie bekannt sind. Da diese, wie die Flächen zweiter Ordnung, 
unzählig viele Geraden enthalten, so führen sie natürlich auf die Regel- 



flächen, deren allgemei 
benen Umfange d; 
einige Spezialfälle, di 



eine Theorie in dem durch das Werk vorgeschri 

erte Kapitel bringt. Erläutert wird dieses durch 
lie durch ihre theoretischen und praktischen An- 
wendungen bemerkenswert sind. 

Die beiden letzten noch betrachteten Flächenarten entstehen aus 
dem Begriffe der Bewegung; es sind die im fünften Kapitel behandel- 
ten Rotationsflächen und die Schraub enfiächen im sechsten Kapitel. 
Es wurden die wichtigsten Sätze über diese aufgestellt und die Funda- 
mentalaufgaben gelöst. Bezüglich der letzteren fanden besondere Behand- 
lung die bemerkenswertesten Spezialfälle, insbesondere diejenigen, die 
durch Bewegung einer Geraden erzeugt werden, die Schraubenregelfläehen. 
Bei allen diesen Flächen kam nur das Wesentliche zur Behandlung, 
weil diese Vorlesungen, wie schon in der Vorrede zum ersten TeQe be- 
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merkt, nicht eine Tollständige Behandiujig der darstellenden Geome- 
trie sein sollen, sondern nur eine methodiBche Sammlung der verschie- 
denen Verfahren, die für die Lösung der betreffenden Aufgaben zur An- 
wendung kommen. Wenn wir dabei das eine oder andere weniger Wich- 
tige übergangen haben, so können wir uns die Worte Descartes zu eigen 
machen, der zum Schlüsse seiner Geometrie schrieb, daß „iios neveux 
me aeront gre, non seulement des ehoses que j'ai ici expliquees, maia 
aussi de ceÜes que j'ai omises volontairement, afin de leur laisser le plaisir 
de les inventer". Um diese Moglichheit zu sichern, haben wir uns be- 
strebt, die Lösungen der verschiedenen Probleme nnter den möglichst 
aligemeinen Bedingungen inbezug auf die Lage der Bezugselemente gegen 
die untersuchten Gebilde darzubieten. 

Da es unsere Absicht war, ein theoretishes Werk der darstel- 
lenden Geometrie zu schreiben, das speziell für diejenigen Studierenden 
bestimmt sein soll, die sich dem Unterrichte widmen wollen, so haben 
wir aUes ausgeschlossen, was Schattenkonstruktionen und andere rein 
praktische Anwendungen betrifft. Dennoch schmeicheln wir uns, daß der 
Leser, der veranlaßt wird, zu seiner weiteren Belehrung auf diesbezüg- 
liche Spezialab handlangen zurückzugreifen, erkennen wird, daß in dem 
vorliegenden Werke sieh alles zu seiner Aufklärung notwendige Material 
findet. 

Ich kann und möchte nicht von meinem Leeer zum zweiten Male Ab- 
schied nehmen, ohne Herrn Prof. Schütte für seine wertvolle Mitarbeit, 
die er mir ständig geleistet hat, meinen Dank auszudrücken, ebenso der 
Verlagsbuchhandlung Teubner für ihren Rat und die Sorge für die 
schöne Ausstattung auch des vorliegenden Bandes. 

Genua, den 20. Februar 1913. 
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Zweiter Teil. 

Anwendung auf ebenflächige Gebilde, 
Kurven und Oberflächen. 

Die im ersten Teile dargelegten Metlioden wollen wir nun auf 
die Untersuchung und Darstellung der wichtigsten geometrischen Figuren 
anwenden. Diejenigen von ihnen, die schon in der elementaren Geo- 
metrie behandelt zu werden pflegen, setzen wir als dem Leaer bekannt 
voraus, weahalb wir bei ihnen an ihre allgemeinen Eigenschaften nur 
erinnern werden, während wir bei den übrigen zuerst ihre wichtigsten 
Eigenschaften darlegen wollen. Wir werden ans mit Vorliebe der 
MongeHchea Methode bedienen, jedoch wird das angegebene Verfahren 
im allgemeinen sich auch leicht auf die Methoden der Zentralprojek- 
tion oder der kotierten Ebenen übertragen lassen. Überhaupt sei diese 
Übertragung dem Leser, der sich mit den Methoden der darstellenden 
Geometrie recht vertraut machen will, warm empfohlen. Es sei ferner 
nicht unerwähnt, daß er hier reiches Material für lehrreiche und 
interessante Anwendungen auf die der Axonometrie und der Photo- 
grammetrie angebörigen Verfahren findet. 

Erstes Buch. 
Körperliche Ecken und Fulyeder. 

Erstes Kapitel. 
Das Dreiflach. 

140. Ein beliebiger Funkt auf einer Geraden teüt diese in zwei 
Halbgeraden oder Strahlen. Zwei Strahlen, die von demselben 
Punkte ausgehen, bilden einen (einfachen) Winkel. Eine Gruppe von 
Winkeln im Räume derart, daß jeder folgende mit dem vorhergehen- 
den, und der letzte mit dem ersten einen Schenkel geraeinsam hat, 
bildet eine körperliche Ecke oder ein Vielflaeh, im besonderen 
ein Dreiflach, Vierflach usw. je nachdem die Zahl der auftreten- 
den Winkel 3, 4 usw. ist. 

Die Ebenen der Winkel heißen die Flächen der körperlichen 
Ecke, die Schenkel die Kanten, der gemeinsame Treffpunkt der 
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2 I. Buch. Körperliche Ecken uad Polyeder. 

Kanten heißt die Eete oder der Seheitel der körperliehen Ecke; die 
Zahl der Flächen ist natürlich gleich der Anzahl der Kanten. Eine 
Ecke heißt konvex oder konkav, je nachdem ihre Flächen sämt- 
lich anf derselben Seite einer beliebigen von ihnen liegen, oder 
nicht. Zwei beliebige aufeinander folgende Flächen einer körperlichen 
Ecke bilden miteinander vier Fläch en wink el, deren Summe vier 
Rechte beträgt, und von denen jeder als Flächenwinkel der betrachteten 
körperlichen Ecke angesehen werden könnte. Um die richtige Wahl 
desselben festzulegen, ohne dabei die gegebenen Stücke einer Ein- 
schränkung zu unterwerfen, kann man folgenden Kunstgriff benutzen: 
Es seien i^, k^ . . .h^ die Kanten der körperlichen Ecke in der Reihen- 
folge, wie sie bei der Bildung dieser Ecke aufeinander folgen, und 
^1' ^s ■ ■ ■ ^n <iiö Ebenen der Seitenflächen; man denke sich nun bei 
einer der Ebenen, etwa e^, eine Seite weiß, die andere schwarz gefärbt, 




und zwar den Teil, der zwischen den Kanten k^ und k^ liegt. Man 
färbe nun denjenigen zwischen k^ und h^ liegenden Teil der Ebene tj 
schwarz, der die Fortsetaung des vorhin gefärbten Teiles ist. Fährt 
man so fort, so erhäit man schließlich die ganze körperliche Ecke 
von einer Seite her kontinuierlich schwarz gefärbt. Mit anderen 
Worten: man erhält auf der körperlichen Ecke eine (schwarze) posi- 
tive und eine negative Seite (Fig. 1 u. 2). Wir nehmen nun als 
Flächenwinkel diejenigen, die von zwei aufeinander folgen- 
den positiven Flächen gebildet werden. Hieraus geht hervor, daß, 
wenn man auch die Kanten kennt, doch der Flächenwinkel noch nicht 
bestimmt ist, da man noch über die Lage der positiven Seite ver- 
fügen kann, deren Angabe zur Festlegung der Flächenwinkel not- 
wendig ist. Handelt es sich um eine dreiseitige Ecke, so ergibt sich 
die eine Ecke als konkav und hat lauter überstumpfe .Flächen winkel, 
die andere als konvex, mit spitzen oder stumpfen Winkeln; gewöhn- 
lich pflegt man nur die letztere zu betrachten. 

Verlängert man die sämtlichen Kanten einer körperlichen Ecke über 
den Scheitel hinaus, so erhält man eine zweite, sogenannte Scheitel- 
ecke, deren Kanten- und Flächenwinkel den entsprechenden der ersten 
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1. Kap. Das Dreiflact. 3 

Ecke gleich Bind, aber in entgegengesetzter Reihenfolge liegen, wes- 
halb die neue Ecke im allgemeinen nur symmetrisch zur ersten ist, 
aber im ßaiirae nicht mit ihr zur Deckung gebracht werden kann. 

Nehmen wir im Räume beliebig einen Punkt TJ an und fällen 
¥oa diesem die Lote \, ^ ■ ■ - '„ anf die Ebenen e^, e^ . . . e„, nehmen 
dann diejenigen Halbstrahlen dieser Senkrechten, die von der posi- 
tiven Seite aus nach U hinlaufen, so bilden diese die Kanten einer 
neuen Ecke, welche die reziproke oder Poiarecke der gegebenen 
heißt. Ihre FHlcheu sind senkrecht zu den Kanten der ursprüng- 
lichen Ecke, und auf jeder Fläche ist die positive Seite festgelegt. 
Verlegen wir den Punkt TJ, so ändert sich die Ecke, jedoch so, daß 
sie immer zu sich selber kongruent bleibt. Nehmen wir jetzt den 
Scheitelpunkt V der ursprünglichen Ecke und konstruieren die rezi- 
proke Ecke zu der neuen, so erhalten wir wieder die ursprüngliche 
Ecke. Bei einer dreiseitigen körperlichen Ecke sind die Plächen- 
winkel der einen die Supplemente der Kanten w in kel der andern 
(reziproken) Ecke und umgekehrt. 

141. Jedes «-Flach läßt sich durch B — 3 Ebenen, die von einer 
Kante ausgehen und durch eine andere gehen, in w — 2 Dreiflaehe 
zerlegen; somit ist die Konstruktion einer beliebigen Ecke zurflck- 
führbar auf die wiederholte Konstruktion eines üreiflachs. Daraus 
ergibt sich die große Wichtigkeit aller Aufgaben, die sich auf die 
Konstruktion einer dreiseitigen körperlichen Ecke aus den hinreichen- 
den Stücken beziehen. Derartige Aufgahen sind (wie die auf die 
Konstruktion ebener Dreiecke bezüglichen) unzählig, doch gibt es 
unter ihnen einige, die von besonderer Wichtigkeit sind, und daher 
als Fundanientalaufgaben bezeichnet werden; auf diese wollen wir 
uns hier beschränken. 

Eine Kugel, deren Mittelpunkt im Scheitel der dreiseitigen körper- 
liehen Ecke liegt, wird von den Kanten und Flächen in den Ecken und 
Seiten eines sphärischen Dreiecks geschnitten; kennt man dieses, so hat 
man damit auch die Stücke des Dreiflacha und umgekehrt. Somit ist 
die Aufgabe der Auflösung eines Dreiflacbs im Grunde nicht 
verschieden von der, die den Hauptgegenstand der sphäri- 
schen Trigonometrie bildet. 

Wir wollen immer annehmen, daß die betrachteten Dreiflache 
konvex seien, und daß also ihre Seiten und Winkel kleiner als zwei 
Rechte sind. Dann ist jede Seite kleiner als die Summe, aber größer 
als die Differenz der beiden anderen Seiten, und die Summe der drei 
Seiten ist kleiner als vier Rechte. 

Bei jedem DreiSaeh wollen wir den Scheitel mit V, die drei 
Kanten mit a, h, c bezeichnen; die Seiten, d. h. die (Große der) 
ebenen Winkel zwischen den Kanten, sollen mit a, ^, j-, dagegen die 
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4 h Buch. Körperliche Ecken und Polyeder. 

Winkel, d. h. die (Größe der) Neigungswinkel der Flächen an den 
Kanten a, h, c, bzw. mit €L, ^, S bezeichnet werden. Nehmen wir 
a ^ ^ ^ y an, und bestehen die Beziehungen 

0<a-\-ß-\-y<2«, a<ß + y, 

80 wird auch ß <y + a, und y < a + ß sein. Bezeichnen wir nun 
die analogen Stücke der Polarecke durch einen Stern, so bestehen die 
Beziehungen: 

Wenden wir die oben angefahrten Beziehungen zwischen den Seiten 
eines DreiSachs auf die Polarecbe an, so erhält man 

;r < <£C + a + e < 3ro; 

und wenn a^^a^S, z + et < i& + &. 

142. Von den Aufgaben, die sich auf die Konstruktion eines 
Dreiflachs beziehen, pflegt man sechs, die zu je zweien einander dual 
sind, als Fundamentalaufgaben zu bezeichnen: 

I. begeben die drei Seiten. 1 IV. Gegeben die drei Winkel. 

II. „ zwei Seiten u. der von V. „ eine Seite und die 

ihnen eingeschlossene Winkel. ! beiden anliegenden Winkel. 

III. Gegeben zwei Seiten und ein I VI. Gegeben zwei Winkel und eine 

gegenüberliegender Winkel. j der ihnen gegenüberliegenden 



Die Betrachtung der Polarecke ermöglicht nun die Lösung der 
Aufgaben IV, V, VI auf die der Aufgaben I, U, III zurückzuführen, 
und umgekehrt. Nehmen wir beispielsweise an, daß die Aufgabe I 
gelöst sei, und nun £L, £6, S gegeben seien, also die Aufgabe IV vor- 
liege, 90 hat die Polarecke, die drei Seiten 7t—&., x — £fe, jt — £ und 
kann also nach I konstruiert werden; die Polarecke dieser letzteren 
ist dann die gesuchte Ecke. In ähnlicher Weise lassen sich die 
beiden anderen Fälle V und VI zurückführen auf II und III, Übrigens 
werden wir (in Nr. 144 — 9) sehen, daß analoge Betrachtungen uns 
dahin führen werden, direkt alle sechs angegebenen Fälle zu lösen. 

Hier sei indes bemerkt, daß die Konstruktion eines Dreillachs sich 
von zwei verschiedenen Gesichtspunkten aus betrachten und behandeln 
läßt: Man kann nämiicb entweder die tatsächliche Ausfuhrung der 
Konstruktion im Räume und die Darstellung durch Zeichnung ver- 
langen, oder die zeichnerische Auffindung der noch unbekannten 
Stücke mit Benutzung der gegebenen. 

Vom erstereil Gesichtspunkte aus läßt sich die theoretische 
Lösung der drei ersten Aufgaben folgendermHßen darstellen: 
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1. Kap. Dae Dreiflach. 5 

I. Gegeben siad die drei Seiten a, ß, y. Man konstruiere eineti 
Winkel 6c = a mit dem Scheitelpunkte F; dann denke man sich zwei 
Kegel die ihre Spitze in V haben, der eine mit der Achse b und der 
Oöining j-,^) der andere mit der Achse c und der Öffnung ß; diese 
schneiden sich im allgemeinen in zwei Erzeugenden a und ä, von 
denen jede mit b und c das gesuchte Dreiflaeb bildet. 

II. Gegeben sind die Seiten ß und y, sowie der Winkel (9L. Man 
konstruiere einen Winkel ac — ß mit dem Scheitel F; durch a lege 
man eine Ebene, die mit der Ebene ac einen Winkel £1. bildet, und 
schneide sie mit dem Rotafcionskegel, dessen Achse a, und dessen Öff- 
nung y ist. Man erhält so zwei Geraden b, b, die immer reell sind, 
und von denen jede mit a und c ein Dreiflaeb bildet, das der Auf- 
gabe genügt. 

IIL Gegeben sind die beiden Seiten ß und k sowie der Winkel €L. 
Man konstruiere den Winkel ac = ß mit dem Scheitel F; durch a 
lege man eine Ebene, die mit der Ebene ac den Winkel €L bildet 
und schneide diese mit dem Kegel, dessen Achse c und dessen Öff- 
nung a ist; die beiden Schnittlinien b, b bilden, falls sie reell sind, 
mit a und c zwei Dreifla«he, die der Aufgabe genügen. 



143. Wollen wir imn die so theoretisch angegebenen Lösungen 
in tatsächlicher Konstruktion ausführen, so müßten wir die lösenden 
Kegelfläcben darzustellen und ihre Schnitte miteinander und mit den 
Ebenen aufzufinden wissen, was wir zunächst noch nicht können. Diese 
Schwierigkeit läßt sieb umgehen, wenn man die gegebenen Stücke io 
geeigneter Weise zu zwei Bezugsebenen anordnet. Wir wollen dies an 
dem I. der angeführten Fälle zeigen und die Aufgabe in der Weise aup- 
sprechen, daß man deutlich erkennt, daß die Aufgabe identisch mit jener 
ist, die man in der praktischen Geometrie als die Reduktion eines 
Winkels auf den Horizont bezeichnet. 

Gegeben sei ein Winkel ;■ mit den beiden Sehenkeln a und b 
sowie dem Scheitel 0, ebenso die Winkel ß und u, die a und b mit 
der vertikalen durch gehenden Geraden c bilden; dann gibt uns 
der von den beiden Geraden a' und b', den Projektionen von a und fe 
auf eine horizontale Ebene, gebildete Winkel, den Flächenwinkel 
zwischen den Ebenen (ca) und {cb), und man sagt, „der Winkel ab 
sei auf den Horizont reduziert". Um diesen Winkel zu bestimmen, 
bezeichnen wir mit A, B, C die Spurpunkte von a, h, c mit der 
horizontalen Ebene (s. Fig. 3), und nehmen als vertikale Projektions- 
ebene die Ebene ac. Dann wird OC senkrecht zur Achse a sein, 

1) Unter Öffnung eiuea geraden Kreiakegels verßtehen wir den konstanten 
Winkel der Erzeugenden mit der Achse. 
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6 I. Buci, Körperliche Ecken und Polyeder. 

anii den Winkel COA müssen wir gleich ß machen. Nun ziehen wir 
durch die Gerade O(B)^ib), die mit OC den Winkel cc bildet, 
sowie {b)*, die mit a den Winkel y bildet, so daß wir in der Figur 
zunächst alle Daten eingetragen haben. Da nun die Strecken bei der 
' !gung ihre Länge beibehalten, so erhalten wir, indem wir von 
aus auf (b)* die Länge 0(JS) abtragen, (B)* 
die andere Umlegung des Punktes B in die 
Vertikalebene. Aus demselben Grnnde wird 
^ßf der Punkt B selbst sowohl auf dem um C 
mit C(B), als auch auf dem um A mit A{B)* 
beschriebenen Kreise liegen; B ist also einer 
der beiden Schnittpunkte dieser Linien. Bmit 
C verbunden liefert h', und da a mit der 
Achse zusammenfällt, so ist ^ A OB der 
gesuchte. [Soll die Darstellung des Drei- 
flaehs in der Vertikalprojektion vervollstän- 
digt werden, so hat man nur noch mit J^, der auf der Achse liegen- 
den Projettion von B zu verbinden, dann hat man &"]. 

Zur Übang: Kann mau in ähnlicher Weise die anderen Funda.mentala.uf- 
gaben über das Dreiflach behandeln? 

144. Von viel größerer Wichtigkeit sind die Lösungen der sechs 
Fundamentalaufgaben unter dem zweiten der in Nr. 142 angeführten 
Gesichtspunkte, die wir daher zu allemächst vollständig darlegen 
wollen; zuvor sei jedoch bemerkt, daß wir hierbei die Methode der 
Orthogonalprojektion anwendend mit einer einzigen Projek- 
tionsebene auskommen, und daß wir dabei (wie bei metrischen 
Aufgaben vorauszusehen) uns der Umlegungen mit großem Vorteil 
! werden. 




Aufgabe I. Gegeben die drei Seiten «, ß, y eines Dreiflacls: 
die Winkel <£t, % S zn bestimmen. 

Auflösung: Wir setzen natürlich voraus, daß a, ß, -y der Be- 
dingung genügen, daß ihre Summe kleiner als Sir sei, und daß jeder 
von ihnen kleiner sei, als die Summe der beiden anderen; hierzu ge- 
nügt, wie schon bemerkt, daß die größte Seite die Summe der bei- 
den anderen nicht übertrifft. Wir werden sehen, daß diese Bedingung 
nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend für die Existenz 
des zu konstruierenden Dreiflachs ist; dieses wird alsdann sicher konvex 
sein. Wir wollen nun das Dreiflach mit einer Seite, z. B. hc auf die 
Zeichenebene legen, und uns vorstellen, daß sowohl die Seite ha, als 
auch ca in diese Ebene niedei^elegt seien (Fig. 4); alsdann erhält die 
Kante a zwei Lagen (a)j und (ö)j, und es ist 
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1, Kap. Das Dreiflach. 7 

wir wollen annehmeri, was ja der AUgememheit keinen Abbruch tut, 
daß y <a sei. Es sei nun P irgend ein Punkt der Kante a, der zu- 
folge der Umlegung auf (a\ und (a)^ bzw. die Lagen (PJ und (Pj) 
annimmt; dann ist V{P\ = F(I% = VP gleich der (willkürlichen) 
Entfernung des Punktes P vom Seheitel V. Nunmehr wollen wir uns 
die beiden Seiten wieder in 
die ursprüngliche Lage ge- 
legt denken und mit P 
die Orthogonalprojektion 
von P auf die Zeichenebene 
bezeichnen. P' und die 
Umlegung (P)^ liegen dann 
(gemäß Nr. 35) auf der- 
selben zur Spurlinie h senk- 
rechten Geraden, ebenso 
liegen P' und (P)g auf der 
Senkrechten zu c; P' ist 
also der Schnitt der von 
(P}j und (P)3 auf b bzw. c 
gefällten Lote {P\B und 
{P\C. Die Verbindunge- 
linie VP' liefert uns die ^«- ^ 
Projektion a der dritten Kante a des Dreiflachs. Jetzt ist der Winkel 
PBP' der gesuchte Flächenwinkel ä&; wir erhalten ihn also, wenn 
wir das Dreieck PBP' m die Zeichenebene umlegen, indem wir es 
um die Kathete P'P sich drehen lassen. P kommt dann in einen 
Punkt (P\ zu liegen auf der m P' zu P' B errichteten Senkrechten 
in einem Abstände von B. der gleich PB oder gleich der Umlegung 
(P)iB ist; der um B mit B{P)^ beschriebene Kreis schneidet die Senk- 
rechte in zwei Punkten, deren jeder als {P\ genommen werden kann. 
Verbindet man {P\ mit B so ist -^{P^BP' der gesuchte Flächen- 
winkel %. In gleicher Weise liefert der um C mit G{P\ beschriebene 
Kreis und die in P' auf P'G errichtete Senkrechte einen Punkt (P)^ 
derart, daß -^ (P)^CP'= <2. Als KontroUe für die Richtigkeit der 
Zeichnung merke man, daß P'{P\^P'(P\ sein muß, da diese 
Strecken die Umlegur^ derselben Strecke PP' sind. 

Es erübrigt jetzt noch den Flächenwinkel (9L zu finden. Zu 
diesem Zwecke errichten wir in P auf der Kante a die Senkrechten 
in den Ebenen ab bzw. ac, nämlich PD bzw. PE-^ der von ihnen 
gebildete Winkel ist offenbar der gesuchte. Da nun die beiden 
Ebenen niedergelegt sind, so können wir diese Senkrechten auf {a\ 
bzw. (o)j in {P)i bzw. (P\ errichten, und sie treffen h und e in 
D und E. (Nebenbei bemerkt muß DE als Spur der Ebene PDE, 
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g 1. Buch. Körperliche Ecken und Polyeder. 

die senkreeht zh a ist, nach Nr. 30, Satz II, senkrecht zu a sein, waa 
als Kontrolle der Zeichnung dienen kann.) Jetzt braucht man nur das 
Dreieck DTE in die Zeichenebene umzulegen, was sehr leicht ist, 
da wir seine Seiten DE, PÄ = (P)J), FE = (P^E kennen. Wir 
besehreiben also um D und E mit D{P\ und E(P\ Kreise; einen 
ihrer Schnittpunkte (P\ verbinden wir mit D und E, dann ist 
^D(P%E^€L. 

Diskussiou: Denken wir nns um V als Mittelpunkt die Kugel 
mit dem Radius VP beschrieben, so wird sie von der Zeiehenebene 
in einem Kreise F geschnitten, der die Punkte (P)i und (P\ enthält 
und innerhalb dessen die Projektionen aller reellen Punkte der Kugel 
fallen, also auch P', die des Punktes P, in welchem sich (P),-B und 
(P)jC Bchneiden. Um zu erkennen, wann dies zutrifft, bezeichnen 
wir mit G den zweiten Schnitt von F mit {P\B, mit M und N die 
Schnitte der Geraden c, und mit ff, K die zu G, {P\ in bezug auf c 
symmetrischen Punkte. Es ist klar, daß wenn {P\ auf einen der 
KreiabÖgeh MH oder NK fiele, alsdann P' außerhalb von P fallen 
würde. 

Damit die Aufgabe möglich, muß also sein 

arc MH < arc M{P\ < arc MK, 
oder auch ^MVH < ^MV{P\ < ^ MVK; 
das heißt ^ a ^ 

Diesen Bedingungen wird durch die anfangs gemachte Annahme 
genügt, also sind diese hinreichend, die Realität der Lösung zu ver- 
bürgen. 

Folgesätze: Die Betrachtung der Figur 4 führt uns zu theore- 
tischen Folgerungen von der größten Wichtigkeit, die wir jetzt dar- 
tun wollen. Setzen wir die Strecke PV^r, so ist offenbar: 

r~B = rcoay, VC = rcosß; B(P), = r. sin j/, C{P)^^r ain^; 

PlP), = B(PJ, ■ sin a, r(P)^ = Ö(P), ■ sin Q. 
Da aber, zufolge der Ko nstrukti on, B(P%- B(P\, und G(P)^-- C(P)i, 
und überdies P'(P)^ = P'{P)i, so ist 

r ■ sin y • sin S ■= r sin (3 ■ sin S, 
sin |i : sin ^ = sin y : sin (2. 
Durch Analogieschlüsse können wir diese Beziehung vervollständigen 
und schreiben 

a^ö aiaj Biny ,,. 

Bin«: sin^ sinC '-*-' 
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1. Kap. Das Dreiflach. 9 

daher der Satz: In jedem Breiflach sind die Sinus der Seiten pro- 
portional den Sinns der gegenaberliegenden Winkel. 

Beachten wir nun, daß die beiden Dreiecke DEV und DE{P\ 
die Seite DE gemeinsam haben, so erhalten wir, wenn wir diese nach 
dem KosinuBsatze der ebenen Trigonometrie zweimal ausdrücken. 

BTf'-VD^+YEf-2VI)- VEcostt^ 

= (F)^' + (F)^ - 2(P\D ■ (P)^'- cos a,. 

Setzen wir nun für VD, VE die obigen Werte, und beachten, daß 
D{P% - D{P)i und E(P% = -^(P)^, so können wir auch dafür die 
gefundenen Werte setzen und erhalten so 



- + r.-„i-«' 



>sß.. 



= r'tg^y + r'tg'ß — 2r^tg^ ■ tg y ■ cos SC. 

Hieraus entsteht nach einigen Reduktionen die erste der folgenden 
drei Formeln, während die andern durch zyklische Vertauaehung 
daraus hervorgehen 

cos a = cos ß ■ cos y -\- sin (5 ■ sin y ■ cos £L, | 

cos ß = cos y • eoa cc + sin y ■ sin « ■ cos ^, j ■ ■ - (2) 

cos y = cos a - cos ß -\- sin a ■ sin ß ■ cos (B. | 

Wenden wir diese Beziehungen auf die reziproke Ecke an, so erhalten wir 

cos (;t - a.) - cos (7C-~S>)- cos (jr - (2) + 

+ sin (jr — ^) sin (je — ß) ■ cos (jt — «) 

und zwei ähnliche, woraus dann folgt 

cos i£C = — cos ffi ■ cos ß + sin ^ ■ sin © ■ cos k, 1 

cos a = - cos <2 ■ cos ÖL + sin © ■ sin £1 ■ cos ß, ■ • (3) 

cos (3 = — cos (SC ■ cos S + sin £1 ■ sin ^ ■ eos y. j 

Sehneiden wir daa Dreiflach mit einer Kugel deren Zentrum V,. 
deren Radius 1 ist, so erhalten wir ein sphärisches Dreieck mit den 
Seiten a, ß, y und den Winkeln (£t, fB, S; demnach sind die Be- 
ziehungen (1), (2), (3) die Grundformeln der sphärischen 
Trigonometrie, aus denen sich alle übrigen rechnerisch ableiten 
lassen.M 



1) Tataächlich genügt ea, direkt nur die Gleichung (2) nachzuweisen, nach- 
dem Gna de MaUeB, Lagrange, Gauö a. a. gezeigt haben, daß aus ihnen 
durch einfache algehraiache Transformationen alle übrigen sich ergeben; vgl. 
A. von Brannmühl, Vorl. aber Geschichte der Trigonometrie (Leipzig, 1903) 
S. 165, und J. Tropfke, Geschichte der Elementarmathematik, IL Bd. (Leipzig, 1903) 
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Ii5. Aufgabe II. Gegeben zwei Seiten c, ß eines Dreifiaclis 
und der von ihnen eingeschlossene Winkel <B, die dritte Seite und 
die beiden aaderen Winkel zn fluden. 

Auflösung: Wir legen die Seite ac = ^ in die Zeichenebene 
und denken uns die dritte Kante in diese umgelegt durch Rotation 
der Ebene bc um die Kante c. Sie erhält dann eine neue Lage (ö), 
derart daß -^ {b)c = a (Fig. 5). Wir nehmen dann auf h einen be- 
liebigen Punkt P an, dessen TJmlegung (P) sein möge. Bringen wir 
jetzt die Seite ic wieder in ihre ursprüngliche Lage, so bekommt P 
eine solche Lage, daß seine Projektion P' sich auf dem von (P) aiLf 
c gefällten Lote (P)C befinden muß und zwar derart, daß das recht- 
winklige Dreieck PP'G bei C den (spitzen) Winkel Q erhält, seine 
Hypotenuse (7P= C{P) ist bekannt; somit 
können wir seine Umlegang CP'{P)* leicht 
konstruieren. Die Gerade VP' ist dann 
die Projektion b' der dritten Kante. Um 
noch die dritte Seite y zu finden, legen wir 
die Seite ab in die Zeichenebene um, sie 
um a drehend. Um die Lage {b)^ zu er- 
balten, die b dann annimmt, genügt es die 
von (PJ, , der Umlegung von P zu finden. 
Es ist aber r{P\= VP= V{P) also liegt 
(P)i zunächst auf dem mit F"(P) um F be- 
schriebenen Kreise P; außerdem liegen {P\ 
und P' auf derselben Senkrechten zu a, der Spur der umgelegten Ebene; 
also ist (Pj) einer der Schnitte dieser Senkrechten mit dem Kreise F. 
(P\ mit V verbunden liefert {b\ und ^ a{b\ = y ist die gesuchte 
Seite des Dreiflachs. Da wir jetzt alle drei Seiten kennen, so lassen 
sich die beiden noch fehlenden Winkel, nach dem bei der vorigen Auf- 
gabe angegebenen Verfahren aufsuchen. 

Diskussion: Aus dieser Konstruktion läßt sich ableiten, daß die 
vorliegende Aufgabe immer möglich ist. Setzen wir nämlich 




VP = 



1 ist; 



_ r . CO. «, C(t) - C(Ff . 


= r Bin 
xisS, 


VF' - VC' + Gl"- r'co»> 


u + 



Hieraus folgt, daß VP' < r. P' liegt also innerhalb des Kreises P, 
und das von P' auf a gefällte Lot schneidet diesen also immer in 
reellen Punkten. 
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146. ÄnigabpIIl. fiegeben sind zwei SeiteüeinesDreiflachs, «und 
ß und ein gegenüberliegender Winkel €1; gesnclit die übrigen Stücke. 

Auflösung: Eine der gegebenen Seiten, etwa ac ^ ß legen wir 
in die Zeichenebene, aledann denken wir uns die andere a in diese 
Ebene umgelegt, indem wir sie um die gemeinsame Kante c dreben. 
Die Umlegung (h) der dritten Kante 6 erhalten wir dann offenbar, 
indem wir in F an c den AVinkel « anlegen (Fig. 6). Dann legen 
wir senkrecht zur Kante a eine beliebige Ebene t; ihre Spur wird eine 
zu a (in M) senkrechte Gerade ^j sein, 
während die Seite ab in einer Geraden 
s von T geschnitten wird, die mit ^, 
■den Neigungswinkel €L bildet. Ziehen 
wir demnach durch M eine Gerade die 
mit (j den Winkel (£L bildet, so kann 
sie als die Umlegung (s) der Geraden s 
angesehen werden, wenn wir t in die 
Zeiehenebene niederklappen. Wir be- 
trachten nun einen beliebigen Punkt 
■der Kante h, etwa den, dessen IJm- 
legung (P) ist. Denken wir uns nun 
die Seite he wieder in ihre ursprüng- 
liche Lage gebracht, so wird P einen 
Kreisbogen beschreiben, der in einer 
zur Zeichenebene senkrechten Ebene 
liegt, deren Spur die durch (P) senkrecht zu r gezogene Gerade Wj 
sein muß. Sind nun A und C die Schnittpunkte von u^ mit a und c, 
so handelt es sich vorerst um die Umlegung des Dreieckes ACP, 
wenn man es um ÄC sich drehen läßt. Wir betrachten deshalb den 
Punkt N, in dem sich die Geraden AP und s (die beide der 
Fläche ah angehören) schneiden; da m, und t^ die Projektionen dieser 
Geraden sind, so verdient ihr Schnittpunkt den Namen N'. Denken 
wir uns jetzt die Ebene t niedergelegt, so kommt N in eine Lage (N) 
sowohl auf (s), als auch auf der in N' zu t^ errichteten Senkrechten 
zu liegen; (N) ist also leicht zu finden. Legen wir aber die Ebene 
ACP nieder, sie drehend um Mj, so kommt N als (iV)* auf der in 
N' zu Mj errichteten Senkrechten zu liegen, und zwar in einem Ab- 
stände iV"'A''= JV"'(iV), woraus sich (N)* sogleich ergibt. Nun lagen 
die Punkte A, N, P in gerader Linie, also muß (P)* auf A(N)* zu 
liegen kommen (A fällt ja mit seiner eigenen Umlegung zusammen) 
und zwar in einem Abstände von C gleich CP = G{P)\ der mit 
C{P) um C beschriebene Kreis wird also A{IP)* in den Punkten (P)* 
bzw. (P)** treffen. Jedes der beiden Dreiecke ^C(P)* und AÖ(Pf* 
kann als Umlegung von Ai^P gelten. 
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I. Buch. Körperliche Ecken ood Polyeder. 



Nunmehr haben wir noch die Umleguiig A ^'(P)^ des Dreieckes AVP 
aufzusuchen, um die Seite y zu erhalten. Da nun (P)^ V= PV= (P) V, 
so fällt (PJ, auf die Peripherie des mit V{P) nm V beschriebenen 
Kreises; und da Ä(P)] = Ä'(P) = ^Pj* oder auch = MPf*, ao 
fällt es auch auf die Peripherie des mit ^(P)* [oder auch A{P)**] 
um A beschriebenen Kreises, kann also leicht konstruiert werden. 
Es seien nun (P)^ und (P)* die beiden sich ergebenden Punkte;') 
Yerbindet mau sie mit V, so kann jede der Verbindungslinien als 
Umlegung der Kaute h (bei einer Rotation um a) angesehen werden; 
sind (ft)^ und {h\* diese Linien, so bilden sie mit a die Winkel y 
und y*, von denen jeder als die dritte Seite eines den gestellten Be- 
dingungen genügenden Dreiflachs angesehen werden kann. 

Da man nun alle drei Seiten und noch einen Winkel kennt, so 
kann man die übrigen Stücke nach den früher angegebenen Methoden 
auffinden. — Damit die Aufgabe lösbar ist, muß 



nia-i 



■ < 1. 



indem nach Gl. (1) die linke Seite gleich sin ffe ist. 

147. Aufgabe IV. Gegeben sind eine Seite y eiues Dreiflachs 
and die beiden anliegenden Winkel <£L und ^: die übrigen StBcke 
zn finden. 



Auflösung: Die Kanten a und b, die 
einschließen, leges 



1 gegebenen Winkel y 
■ in die Zeichenebene und schneiden das Drei- 
flach durch eine zu a senk- 
rechte Ebene t, diese treffe 
die Kanten a, h, c in den Punk- 
ten A, B, C (s. Fig. 7). Die 
Gerade AB ist dann die Spur 
t^ von T, AC nennen wir m, 
BCn. Klappt man die Ebene 
T um, so wird {m) dann offen- 
bar jene Gerade, die mit t^ bei 
A den Winkel €L bildet. Wir 
bestimmen zumlchst die durch 
Rotation um ^j entstehende 
Umlegung des Ih'eieckg ABC. 
Es sei nun JV^ ein beliebiger 
^' Hilfspunkt auf n, dann dürfen 

wir seine Projektion N' auf t^ beliebig wählen. Fällen wir nun Ton 
N' das Lot N' Haxiih, so ist der Winkel NUN' der Neigungswinkel £B 

1) Eigentlich gibt es vier solcher Punkte, jedoch sind sie paarweise sym- 
metrtBch in bezug auf a. 
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des Dreiflaehs. Zeichnen wir daher über N'S als Kathete das rechtwink- 
lige Dreieck N'S(N)* mit dem Winkel OB bei .ff, so ist N'iNf^^XN). 
Errichten wir nun in N' anf i^ eine Senkrechte N'{N) = N'(N*), so 
ist (N) die Lage, die N annimmt, wenn ABC in der gedachten Weise 
umgelegt wird; ^{(JV) ist also (n), und diese Gerade schneidet (m) in 
dem gesuchten Punkte (<7), Nachdem so die Umleguug des Dreiecks 
ABC gefunden ist, ergibt sich C als Fußpunkt des von (C) auf ^[ 
gefällten Lotes, und e als Verbindungslinie von C mit V. — Jetzt 
legen wir auch die Seiten ac und bc in die Zeichenebene um. Im 
ersten Falle kommt C als (C), auf der zu a in A errichteten Senk- 
rechten, in einem Abetande A(C\ = A{C) zu liegen; im zweiten 
Falle, wo wir um J> drehen, auf dem von C auf b gefällten Lote in 
einem Punkte (C\ derart, daß 7(0)^= V{C)^•, somit ist (C)g einer 
der beiden Punkte, in denen der ura V mit F(C)i beschriebene Kreis 
jenes Lot trifft. Verbinden wir nun V mit (C)j, so erhalten wir die 
Umlegung (c\ von c, und ^^ i(c\ = «; verbinden wir V mit (0)^, so 
erhalten wir die Umlegung (c),, und ^ h(c\ = ß. Der dritte Winkel (B 
läßt sich nun nach Aufgabe I bestimmen. Nach Formel (3) auf S. 9 
darf, damit die Aufgabe möglich sei, der absolute Wert von 
sin ÖL sin ® cos y — cos €L cos iS> nicht größer als Eins sein, 

148. Änfgabe V. Gegehe» zwei Winkel £L und B eines Drei- 
flachs sowie eine ges^nfiberliegende Seite ß: die ährigen Stneke zn 
bestimmen. 

Auflösung: Wir denken uns 
das fragliche Dreiflach mit der (aller- 
dings noch unbekannten) Seite a&^y 
auf die Zeicheuebene gelegt; dann 
können wir den Scheitel V und die 
Kante a beliebig wählen (a. Fig. 8). 
Wir legen dann die Seite ß in die 
Zeichenebene um, dann gelangt c in 
eine Lage (c\ so, daß ^ (c\a = ß. 
Auf der Kante c nehmen wir nun 
einen beliebigen Punkt J', etwa den- 
jenigen der auf (c)j in (P)j fällt; seine 
Projektion P' liegt dann auf dem 
von {P)i auf a gefällten Lote t^. 
Nun hat das Dreieck FAP' bei P' 
diesen rechten Winkel und bei Ä den 
Winkel €L; seine Hypotenuse AF^ A{F\. Zeichnen wir also eine 
Strecke A{P} die mit AP' den Winkel (SL bildet und gleich A(P\ ist, 
30 ist die Projektion von (P) auf (^ der Punkt P', der mit V verbunden 
V liefert. Denken wir uns jetzt durch P die zur Kante b senkrechte Ebene 
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geiegt; ihre Spur u^ ist das von P' auf i gefällte Lot, dessen Fußpunbt B 
heißen möge. Nuu hat das Dreieck FP'£ bei P' einen rechten Winkel, 
bei B aber den Winkel ^ und seine Kathete PP' = \F)F', und 
daher kann man leicht die andere Kathete P' K zeichnen. Beschreibt 
man nun mit P'K um P' einen Kreis, so kann jede der beiden von 
V an diesen gezogenen Taugenteu als die Kante b genommen werden. 
Die Gerade P'B wird nun von dem mit V{P\ um Y beschriebenen 
Kreise in zvpei Punkten geschnitten; ist (P\ einer von diesen, so 
ist die Gerade V(,P\ die Lage (c)^, die e annimmt, wenn man die 
Seite le um ö drehend in die Zeichenebene niederlegt, also ist 
^ }){c\ ^ a. — Da nun alle drei Seiten des Dreiflacha bekannt sind, 
so läßt sich der dritte Winkel © nach Nr. 144 finden. 

Damit die Lösnng möglich sei, muß nach Gl, (1) auf S. 8 
sin £& > sin ^ ■ sin €L sein. 

149. Aufgabe VI. Die Seiten eines Dmflachs zu bestimmen, 
wenn man flie Winkel 01, % Q kennt. 

Auflösung: Wir denken uns das betrefi'ende Dreiflach so ge- 
lagert, daß eine seiner Kanten, etwa c, Benkreckt auf der Zeichen- 
ebene r^ steht, und daß n^ die Kanten a, b, c bzw. in A, B, C achneide, 
dann ist offenbar -^ ÄCB = (2. Da nun die Ebene VAB = ac senk- 
recht zu TTj ist, so kann sie als Aufrißebene tTj eines Mongeschea 
Systems angesehen werden, dessen Achse die Gerade AC ist (s. 
Fig. 9). AB ist dagegen die Horizontalspur der Ebene ali, die mit 
K^ ^ ac den Winkel €L bildet.') Um nun in der Figur diesen 
Winkel zu zeichnen, legen wir durch G eine Ebene senkrecht zur 
Kante a, die a in P treffen möge, und die in ttj liegende Gerade AB 
in B. Dann ist das Dreieck PGD bei C rechtwinklig und hat bei P 
den Winkel €L. Drehen wir nun dieses Dreieck um CD, bis es in 
die Zeichenebene tT[ fällt so kommt P auf die Gerade AG zu liegen, 
und Z) auf die in G zu AC errichtete Senkrechte. Da wir aber 
bis jetzt noch nicht festgelegt haben, wie hoch der Scheitel V 
über der tTj liegt, so können wir noch die Länge CT) beliebig wählen 
und also den Punkt (P) so auf der Geraden CA = a' wälilen, daß 
^C(P)Z) = t£L. Beachten wir nun sogleich, daß das von C auf 
B{P) gefällte Lot C{H) gleich dem Abstände des Punktes C von 
der Ebene ah sein wird. 

Wir betrachten jetzt ebenso die durch C senkrecht zur Kante b 
gelegte Ebene und das (aoalog wie GDP) entstehende Dreieck CEQ 
und legen es um GE drehend in tt, um; dann kommt Q auf GB zu 
liegen, und li auf der in G zu CB^b' errichteten Senkrechten. 

1) Zum Verständnis des Folgenden vgl. das in Nr, 40c tBd, I, S. 6U' an- 
gegebene Verfahren, die Neigungen einer durch ilire Spuren beatinimten Ebene 
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Überdies ist das von C auf EiQ) gefällte Lot gleich 0(H), weil es 
ja den Abstand des Punktes C von der Ebene ah angibt. Beschreiben 
wir also mit C{S) um C einen Kreis und ziehen an ihn die Tang» 
welche mit h' den Winkel ^ bildet 
Senkrechte in E. DE liefert uns die 
Spurlinie *, der Ebene ah; ihre Schnitte 
mit den schon gezeichneten Geraden 
a und V liefern die Spurpunkte Ä, Ji 
der Kanten a, h. 

Um jetzt die Umlegnng der Seite 
AVC zu erhalten, kon- 
struieren wir zunächst die 
entsprechende Umlegung 
Ä C(P\ desDreiecka^OP. 
Dies ist rechtwinklig bei 
P; wenn wir also um C mit 
C{P) denKreis besehreiben 
und an diesen von Ä eine 
Tangente ziehen, so haben 
wir im Berührungspunkte 
den Punkt {F\, und seine ^ 
Verbindung mit Ä wird (a) sein. Da nun -^ ACV ^ -^t ^^ i'^üi die 
Umlegung (c) von c in die Gerade CD, und iu dem Schnittpunkte 
{r\ ~ (c)(a) erhalten wir den <5C ^ Fj C = ß. 

Ebenso liefert die von B an den Kreis um C mit dem Radius C(Q) 
gezogene Tangente (b% im Schnittpunkte (K)j mit GE den Winkel 
B{V\C=a. — Um endlich noch die Seite y zu bestimmen, haben 
wir nur das Dreieck AVB in die ji^ umzulegen, indem wir es um 
AB drehen; das ist leicht, weil ja "AV^AiY)^, BV^B'(Y)^. 
Man braucht also nur einen der Scluiittpunkte der beiden mit A V^ 
um A und Bi^V\ um B beschriebenen Kreise zu zeichnen, etwa (V)^; 
dann ist '^. A[V\B = y, und die übrigen Stucke sind in bekannter 
Weise zu finden. 

150. Wir wollen nun an zwei Beispielen zeigen, wie aus der 
Konstruktion des Dreiflachs sich die Lösungen anderer wichtiger 
geometrischer Aufgaben ergeben. 

a) Gegeben zwei windschiefe Geraden a und 6: eine dritte a? 
zu konstruieren, die mit ihnen die beiden gegebenen Winkel a und ^ 
bildet und durch einen gegebenen Punkt P geht. 

Es genügt offenbar von der Geraden x die Richtung zu bestimmen, 
denn hat man diese gefundeu, so ist die Aufgabe zurückgeführt auf 
die Konstruktion einer Geraden von gegebener Richtung, die durch 
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einen gegebenen Punkt P geht. Wir denken uns durch einen be- 
liebigen Punkt V des Raumes die Geraden «j, h^, x^ gezogen, die bzw. 
parallel zu a, h, x sind. Diese bilden dann ein Dreiflach, dessen Seiten 
a,&j = aJ), (\x^^ — ß, &i3;j = a bekannt sind, und damit auch das Drei- 
flach selbst. Wir konstruieren die Winkel €L und Ö& an den Kanten 
«^ und h^\ Xj ist dann die Schnittlinie der beiden Ebenen, von denen 
die eine durch a, gehend mit a^bj den Winkel €L bildet, die andere 
durch 6j gehend mit derselben Ebene den Winkel ^ bildet, diese 
Ebenen und jene Gerade lassen sich nun .(nach Nr. 40 Bd. I, S. 68, 
Übungsaufg.) finden. Legen wir jetzt durch a und b die zu iCj parallelen 
Ebenen, so schneiden sie sich in einer Geraden, welche die Richtung 
der gesuchten bat. 

b) Gegeben zwei Ebenen a und ß; ^esocht eine dritte E, die 
mit jenen die gegebeneu Winkel €i und Ö6 bildet nnd dnrcli einen 
Pnnkt F geht. 

Auch hier konstruieren wir zunächst die Stellung der Ebene £. 
Durch einen beliebigen Punkt V der Geraden aß denken wir uns die 
zu £ parallele Ebene Ej gelegt; dann bilden a, ß, Ej ein Dreiflach, dessen 
Winkel bekannt sind, dessen Seiten also gefunden werden können. 
Man kennt also den Winkel, den die Gerade aß mit der Geraden aEj 
bildet, also kann diese Gerade, die durch den Hilfspunkt V geht und 
in der gegebenen Ebene a liegt, (nach Nr. 39, Übung III) konstruiert 
werden. Ähnlich läßt sieh auch die Gerade ßE, bestimmen. Beide 
Geraden bestimmen die Ebene S^, und E ist die durch P zu £j ge- 
legte parallele Ebene. 

Zur Übung; I. Gegeben zwei winda hiefe Geraden eine dntte zu kon 
atrnieren, die beide schneidet und mit ihnen gegebene Winkel bildet II, Einen 
Winkel von gegebener Größe darauatellen wenn mau kennt den Scheitelpunkt 
7-= (V',V"), einen Schenkel a^(a a und die Meigung des anderen Sehen 
kela b gegen die HoriEoatalebene, [Anleitung Zieht man iurth T die Vertikale e 
so entsteht ein Dreiflacli, dessen Seiten bekannt Bind daraus Us^jen ifh die 
Winkel ableiten, z. B. der von der bekannten Ebene cn mit cb gebildetp folg 
üok kann man diese Ebene leicht finden i aw ] 



Zweites Kapitel. 

Bemerkungen über die Polyeder im allgemeinen tmd über einige 

spezielle bemerkenswerte Polyeder.^) 

151. In der elementaren Geometrie versteht man unter einem 
Vieleck (Polygon) einen, von aneinander stoßenden Strecken begrenzten 
Teil der Ebene. Nun haben wir schon (in Nr. 60) bemerkt, daß eine 
derartige Figur durch Projektion in eine andere übergehen kann, die 

I) Beaäglich weiterer Einzelheiten über dieses wichtige Gebiet siehe man 
M. Brückner, Vielecke und Vielflach^, Theorie und GesiAichte {Leipzig, 1900). 
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außer durch Strecken auch durch Pseu dos trecken begrenzt wird, und 
die wir ein Pseudopolygon genannt haben. Es erweist sieh als not- 
wendig, den Begriff des Polygons noch weiter auszudehnen und die- 
jenigen Teile einer Ebene dazu zu rechnen, die von mehreren Po- 
lygonzügen begrenzt sind, sei es, daß diese gewohnliche Polygone sind 
(wie Fig. 10), oder Pseudopolygone und durch Projektion aus jenen 
entstanden (Fig. 11), schließlich auch solche die entstehen, wenn man 
aus dem Innern einer aolchen Figur eine der vorigen Figuren heraus- 
schneidet (s, die nicht schraffierten Teile der Fig. 10 u. 11), und dann 
muß man sieh die betr. Figur aUenfaUa noch von einer weiteren, ganz 
im Unendlichen gelegenen Linie begrenzt denken. 

Auf jeder der Begrenzungsliuieu solcher Flächen pflegt man einen 
positiven Sinn festzulegen, gewöhnlich derart, daß ein Beobachter, der 
sich längs derselben in dieser Richtung bewegt, immer die betrachtete 




Fläche zur Linken hat. Wird die betrachtete Figur von « solcher zu- 
sammenhängender Linienzüge oder Ränder (diese können auch im Un- 
endlichen zusammenhängen) begrenzt, so heißt siem-fach zusammen- 
hängend (so ist Fig. 10 dreifach, Fig, 11 zweifach zusammenhängend). 
Jede Linie, die innerhalb der betrachteten Fläche gezogen zwei 
verschiedene Punkte der Begrenzungslinie verbindet, heißt ein Quer- 
schnitt; man betrachtet ihn gewöhnlieh als aus zwei unendlich nahen 
parallelen Linien bestehend. Wenn man dann bei einer «-fach zu- 
sammenhängenden Fläche zwei Punkte verschiedener Ränder durch 
einen Querschnitt verbindet (wie AB oder Ol) in Fig. 10), so gehen 
diese in einen einzigen Rand über: die Fläche verliert einen Rand 
und wird (w — l)-fach zusammenhängend. Verfährt man ebenso mit 
der neuen Fläche (vgl. Fig. 10, wo der Schnitt CD geführt ist) und 
fährt so fort, so wird durch w— 1 Querschnitte eine w-faeh 
zusammenhängende Fläche in eine einfach zusammenhän- 
gende verwandelt. Diese Operation vermehrt, wenn man den Quer- 
schnitt nur als eine Gerade ansieht, die Zahl der ursprünglichen Seiten 
des Vielecks um n — 1, die der Ecken um höchstens 2n — 2, Ver- 
mehrt ein Querschnitt, die Seiten um g, die Ecken um q, so ist 
g' = 2 — 1 ; führt man nämlich den Schnitt durch zwei Ecken, so be- 
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kommen wir keine neue Ecke, aber eine neue Seite; verbindet man 
eine Ecke mit einem zwischenliegenden Punkte, so erhält man eine 
neue Ecke, aber zwei neue Seiten; verbindet man endlich zwei zwischen- 
liegende Punkte, so vermehrt sich die Zahl der Ecken um 2, die der 
Seiten um 3; es kommt nämlich der Schnitt hinzu, und jede der ur- 
sprünglichen Seiten zeifällt in zwei neue. 

152. Unter einem (einfachen) Polyeder oder Vielflach, versteht 
man eine von n Vielecken begrenzte Figur derart, daß jedes Vieleck 
eine Seite mit dem benachbarten gemeingam hat. Die Vielecke heißen 
die Flächen, ihre Ecken die Ecken, ihre Seiten die Kanten des 
Polyeders. Die Gesamtheit der Flächen heißt die Oberfläche des 
Polyeders; lassen wir eine oder mehrere Fliehen fehlen, so entsteht 
eine offene polyedriache Fläche, die dann von einem ebenen oder 
windschiefen Vielecke begrenzt wird. Zwei iu einer Kante zusammen- 
stoßende Flächen bilden miteinander vier Fla eben winkel, von denen 
jedoch nur einer als der Flächenwinkel des Polyeders bezeichnet wird. 
Um diesen letzteren methodisch festzulegen, wenden wir ein Verfahren 
an ähnlich wie (in Nr. 140) bei den körperlichen Ecken, Wir nehmen 
auf irgend einer Fläche eine Seite als positiv und denken sie uns 
etwa schwarz gefärbt; wir färben alsdann auf den benachbarten 
Flächen die Seite welche die Fortsetzung der positiven der ersten 
bildet ebenfalls schwarz und fahren ho fort bis alle Flächen auf einer 
Seite gefärbt sind. Alsdann gelten als Flächenwinkel des Polyeders 
nur jene, die von zwei gleichgefürbten Seiten gebildet werden. — 
Bei weiterer Fortsetzung dieses Verfahrens kommt man im all- 
gemeinen auf dieselbe Seite der ersten Fläche zurück: solche Polyeder 
heißen zweiseitige Polyeder; es gibt aber auch solche, bei denen 
man auf die andere Seite derselben Fläche zurückkommt, so daß bei 
weiterer Fortsetzung des Verfahrens beide Seiten der sämtlichen Flächen 
sehwarz gefärbt sein werden: solche Polyeder heißen nach Moebius 
einseitige. 

16$. Wir betrachten jetzt ein Polyeder % dessen sämtliche Flächen 
— F a.n der Zahl — einfach zusammenhängende Vielecke sind; E sei 
die Anzahl seiner Ecken, K die der Kanten. Zwischen den Größen 
F, E, K besteht eine Beziehung von größter Wichtigkeit, die wir, 
da sie von Euler und Deseartes unabhängig von einander gefunden 
wurde, den Descartee-Eulerschen Satz nennen wollen. Um ihn 
zu beweisen, denken wir uns eine Fläche des Polyeders 2 wegge- 
nommen; dann entsteht eine offene Polyederfläche S^ mit F^ Flächen, 
E, Ecken und iC, Kanten, und es ist offenbar 

Fy = F-l, F, = E, K^^K; . . . . (1) 
damit ist die Frage auf die Beziehung zwischen Fj^, E^, E^ zurück- 
geführt. Jetzt denken wir uns von 2, wieder eine an die Öflfnung 
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stoßende Pläche weggenommen, und diese habe m freie, d. h. nicht 
mit den anderen Flächen gemeinsame Kanten. Dann entsteht eine 
neue Polyederfläche £g mit F^ Flächen, E^ Ecken, K^ Kanten, und 



Hieraus folgt 



-Ej = £, -{m~ 1), 



-fi^s = 



-K^ = F^ + E^ ~K^. 



Diese Gleichung zeigt uns, daß der Wert des Trinoms F^_-\- -STi — E^ 
nicht von der Zahl der Flächen der Oberfläche ^ abhängt, also eine 
Zahl ist, die unverändert bleibt, wenn man von 2, zu Sj übergeht 
(also eine Invariante in bezug auf die Operation, welche von iEj 
zu Sj führt). Wiederholen wir dieae Operation noch F — 2 mal, ao 
bleibt von 2^ nur noch eine einzige Fläche, die n Seiten haben möge, 
übrig, d. h. die restierende Oberfläche 2y_i hat » Ecken, w Kanten, 
und 1 Fläche, also ist der Wert jenes Trinoms für diese gleich 1, also 
ist auch im allgemeinen 

F, +£j-Z, = 1, 
oder 

F, + _E, = i:, + 1 

Kombinieren wir nun die Gl. (1) und (2), sc 
F + E = K+2 



(2) 



1 folgt 



. . . . (S) 

nnd das ist der Deacartes-Eulersehe Satz. 

Es ist nun nicht schwer, eine allgemeinere Beziehung, abzuleiten 
für solche Polyeder bei denen nicht aUe Flächen einfach zusammen- 
hängend sind (wie Figur 12, 
13). Führt man bei diesen eine 
gewisse Zahl q von geeigneten 
Querschnitten aus, ao gehen 
alle Flächen in einfach zu- 
sammenhängende über. Dabei 
vermindert sich die Differenz 
E~K uia q (vgl. Nr. 151 
Schluß); hat man also alle '" ^ ' 

;o wird das Trinom F •{- (E - K) 7,n F + (F - K - q). 
Auf das nun entstehende Polyeder kann man den Eulerschen Satz an- 
wenden, also ist 

F+(E-K-q)^2, 
oder auch 





ausgeführt, 



- F = K + 2 + q 



(4) 



Dies ist die gesuchte Relation; sie kann offenbar als Verallgemeine- 
iTing von (3) angesehen werden, mit welcher sie für q = überein- 
stimmt. 
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Zur Übung! Gegeben ein Polyeder, für welches die Gl, (3) besteht; auf k 
seiner Flächen werden ebenBolche Polyeder aufgesetzt, indem man den gemein- 
eamen Flächenteil aicli weggenommen denkt; man soll die Beziehung zwischen 
der Zahl der Flächen, Kanten und Ecken des entstandenen neuen Körpers auf- 
finden und zeigen, daß sie mit (4) übereinstimmt. 

164. Wenngleich die Anwendungen (Mineralogie und Architektur) 
öfters Beispiele von Polyedern bieten, die der Gl. (3) nicht genügen, 
so haben doch diejenigen Fignren, auf die der Descartes-Eulerache Satz 
anwendbar ist, die sog. Eulerschen Polyeder, für den Öeometer das 
größte Interesse; es wird daher von Nutzen sein, wenigstens einige un- 
mittelbare Folgerungen dieses Satzes anzuführen. 

a) Wir wollen annehmen, daß unter den F Flächen des Polyeders 
sich F,, Flächen befinden, die konvexe Vielecke mit der Seitenzahl h 
seien, wo also Ä = 3, 4, 5 . . . m, und unter den E Ecken E^ solche, 
in denen k Kanteu zusammentreffen, wo i = 3, 4, 5 . . . ». Dann ist 
offenbar 



=2^.- 



Da nun jede Kante des Polyeders Seite zweier Flächen ist, und Ver- 
bindungslinie zweier Ecken, so können wir hinzufügen 

Bezeichnen wir nun mit a die Gesamtsumme der ebenen Winkel der 
ganzen Oberfläche des Polyeders und mit ö^ die Summe der Winkel 
einer Ä-seitigen Fläche, so ist zunächst 

<•„ - (* - 2)1 

naL'h dem Satze Über die Wiukelsumme eines Vielecks, und weil 

Bo ist auch 

ö = 2 C* - 2) '^ ■ ■^" ^ ^ ■ 2" '^ -^" ~ ^ ^^ 2 ^"''. ■ 
Wegen der vorhergehenden Beziehungen kann man aber schreiben 

ß =^ %-'2K - 2-xF ~ 2-^[K - F), 
und wegen Gl. (3) 

ö = 27t(E-2) (5) 

Diese Formel wird durch folgenden, dem eben erwähnten Satze über 
die Winkelsumme eines Vielecks analogen, Satz ausgedrückt: Die 
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Summe der ebenen Winkel eines Eulerachen Polyeders mit konvexen 
Flächen ist so oftmal vier Rechte, als die nm zwei verminderte Zahl 
der Eeken angibt. 

b) Zur Beatimniung fines Polyeders im Räume genügt oifenbar 
die Angabe der Koordinaten seiner E Eciten, demnach sind scheinbar 
im ganzen 3jG Konstanten notwendig. 

Entliält jedoch eine der Flächen ft > 3 Ecken, so kann man nur 
von 3 Ecken alle i Koordinaten beliebig geben, von den übrigen 
k — 3 sind nur zwei beliebig, da sie ja alle in einer Ebene liegen, 
und dies vermindert die Zahl der Konstanten, von denen das Polyeder 
abhängt, auf 

oder zufolge der vorhergehenden Beziehungen 

■6E ~ 2K + 5F = 3{E + F) - 2K. 
Nehmen wir nun an, daß das Polyeder ein Eulersches sei, so können 
wir diese Zahl auch darstellen als 

^K+2)-~2K=K+Q. 
Um daher die Gestalt und die Lage eines Eulerschen Polyeders fest- 
zulegen, sind K + Q Konstanten notwendig. Um aber die Lage eines 
Körpers im Räume festzulegen, sind 6 Konstanten notwendig, näm- 
lich die 3 Koordinaten eines seiner Punkte (3 Angaben) die Richtung 
einer durch diesen Punkt gehenden Geraden (2 Angaben) und die Stellung 
einer durch diese Gerade gehenden Ebene (1 Angabe). Daher hängt die 
Gestalt des Polyeders nur von X Konstanten ab. Damit ist folgen- 
der Satz von Legendre bewiesen: Ein Enlersches Polyeder ist darch 
soviele Konstanten bestimmt, als die Zahl seiner Kanten beträgt. Es 
ist selbstverständlich, daß diese Zahl sich vermindert, wenn das Poly- 
eder besondere Eigentümlichkeiten, z. B. Regelmäßigkeiten, in seinem 
Auf hau darbietet. 



165. Die am häufigsten auftretenden 1 
miden und Prismen, insbesondere die Parallelipipeda, deren 
Behandlung in der elementaren Geometrie einen breiten Raum ein- 
nimmt. Hier möge nur daran erinnert werden, daß eine Pyramide 
durch ihre Spitze und die Grundfläche, ein Prisma durch eine Grund- 
fläche und die Seitenkante bestimmt ist. 

Weniger häufig auftretend, aber theoretisch von viel größerer 
Wichtigkeit sind jene Eulerschen Polyeder, die von lauter kongruenten 
konvexen regulären Vielecken begrenzt sind und lauter kongruente 
Ecken haben; man nennt sie die regelmäßigen Polyeder (nicht genau 
zutreffend auch die Platonisehen Körper). Um ihre Existenz nach- 
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zuweisea, wollen wir mit n die Seitenzahl einer ihrer F Flächen be- 
zeictnen, und mit 5 die Zahl der in einer der E Ecken zusammen- 
laufenden Kanten. Da nun die Flächen mindestens dreiseitig, und jede 
Ecke mindestens dreiflächig ist, so ist 

«^3, s^3 (6) 

Da femer 3 aneinanderstoßende Sechsecke keine körperliche Ecke bil- 
den können, da ihr Winkel -r- beträgt, so ist 

«<6 (7) 

Ist nun wieder K die Gesamtzahl der Kanten, so ist offenbar 

2K = n-F^s-E, 
und diese Beziehung gibt im Verein mit dem Satze F ■{- E = K -{- 2, 



Diese Beziehungen zeigen uns, daß ; 
werden müssen, daß 

| + y>|, (9) 

oder 

(»-2)(»-2)<4 (9-) 

Es muß also eine der drei folgenden Gleichungen bestehen: 
(« - 2) (s - 2) = 1, (w - 2) (s - 2) = 2, {n- 2) (a - 2) = 3. 
Infolgedessen sind für m — 2, s ^ 2 nur die Wertepaare statthaft 1, 1; 
1, 2; 2, 1; 1, 3; 3,1; setzen wir diese ein, so liefert die erste als ein- 
zige Lösung äi = 3, s = 3, die zweite die beiden 3, 4 und 4, 3; die 
letzte die beiden 3, 5 und 5, 3. Zufolge von (8^ ergeben sich dann 
ide Werte für K, F, E: 



K i 




' 12 


IS 


SO 


30 


F ■ 


! i 


j 8 


6 


20 


La 


-E , 


4 


6 


S 


1 12 


1 20 



Es ergibt sich demnach aus dieser einfachen Diskussion, daß es 
nieht mehr als fünf reguläre konvexe Polyeder gibt: nach der An- 
zahl ihrer Flächen werden sie als Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, 
Dodekaeder und Ikosaeder bezeichnet. Das erstere ist in sich 
seibat dual (4 Flächen, 4 Ecken), das zweite ffi Fi., 8 Ecken) zum dritten 
(8 FL, 6 Ecken), das vierte (12 Fl., 20 Eckeui zum fünften (20 FL, 
12 Ecken). Es möge noch hinzugefügt werden, daß man die ganze 
Ebene anf drei verscMedene Arten als ein reguläres Polyeder von 
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anendlicli vielen Plächen auffassen kann; sie läßt sich nätnlich in 
lauter regelmäßige Dreiecke, Vierecke und Sechsecke zerlegen. 

156. Um die tataächliche Existenz dieser Körper nachzuweisen, 
wenden wir die klaesisclie, von Euklid immer in solchen Fällen an- 
gewendete Methode an, daß wir die Konstruktion in Kürze angeben, 
indem wir annehmen, daß für jedes die Länge der Kante k gegeben sei. 

Das reguläre Tetraeder. In einer beliebigen Ebene tt zeichnen 
wir ein gleichseitiges Dreieck ABG mit der Seite k, errichten im 
Mittelpunkte des Umkreises die Senkrechte zu tt. Wo die mit k 
um Ä beschriebene Kugel die Senkrechte trifft, liegt der Punkt D; 
dann ist offenbar DA = DB = DC--k, und das Tetraeder ABCD 
hat ala Flächen 4 gleichseitige Dreiecke mit der Seite k, es ist also 
regelmäßig, und alle Kanten haben die gewünschte Länge. 

Das reguläre Hexaeder oder der Würfel. In einer Ebene tt 
zeichnen wir ein Quadrat ABGl) mit der Seitenlänge Ic und errich- 
ten in seinen Ecken zu einer bestimmten Seite die Senkrechten zu it 
von der Länge k nämlich AA^, -S-^n CC'ii DD^. Ziehen wir dann 
noch die Gferaden -ii-B,, B^C^, (?i-Z),, D^A^ so entsteht ein Polyeder, 
das offenbar von 6 kongruenten Quadraten mit der Seite k begrenzt 
wird, also regelmäßig ist. 

Das reguläre Oktaeder. In einer beliebigen Ebene ti zeichnen 
wir ein Quadrat ABCD mit der Seite li. In seinem Mittelpunkte 
errichten wir eine Senkrechte zu jt und tragen auf ihr von aus 
nach beiden Seiten die Stücke OE und OF ab, die an Länge 
gleich den Stücken OA, OB, OC, OD sind. Verbinden wir E und 
F mit A, B, Ü, D so entstehen 8 gleichseitige Dreiecke mit der 
Seite k, die das reguläre Tetraeder t 

Das reguläre Dodekaeder. In 
einer beliebigen Ebene :t konstm- 
ieren wir ein regelmäßiges 5-Eck 
mit der Seite k, mmlich ABCBF 
(Fig. 14). Nun legen wir durch A 
auf einer bestimmten Seite von ir 
eine Gerade, die mit AB und ÄF 
ein regelmäßiges Dreiflach bildet, 
und tragen auf ihr eine Strecke 
AA^ — k ah. Dann können j4 Bund 
AA^ als zwei aufeinander folgende 
Seiten eines regelmäßigen Fünfecks 
angesehen werden. Wir ergänzen 
dieses und erhalten das Polygon 
ABB^P^A^; ebenso konstruieren 
wir die Fünfecke AEE,N,A^, und BB^Q^C\C das CB und BB^ als 
aufeinanderfolgende Seiten hat, dann EI) B^M^F^. Schließlich beachten 
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wir, daß C^CDB^ ein Teil eines regulären Fünfecks bildet, das leicht 
ZI] ergänzen ist als CC^Li^D^If. So baben wir eine offene Polyederfläche 
erhalten, gebildet aus sechs regulären Fünfecken, begrenzt durch den 
regelmäßigen, windschiefen Linienzug -4,^,-01 (^i'^iAA-^i-^i-^i' ^'r 
konstruieren uns nun eine zweite, ebensolche Fläche; dann können wir 
diese in eine solche Lage bringen, daß überall zwei Kanten jener Linien- 
zflge zusammenfallen. Es entsteht dann ein von 12 regelmäßigen Fünf- 
ecken begrenztes Polyeder, dessen Ecken außer den genannten 15 A, 
...D, A^...I>^, Lj...Pi noch 5 weitere hat, die Punkte LMNJPQ, 
die ebenfalls ein regelmäßiges Fünfeck bilden, dessen Ebene parallel 
zu w ist. Das Polyeder hat als Kanten die Seiten der beiden Fünf- 
ecke ABCDE, LMNPQ, femer die 10 Seiten des genannten regel- 
mäßigen windschiefen Linienzuges, und schließlich die 10 Geraden 
AAj ... QQi] es genügt somit allen früher aufgestellten Bedingungen. 
Das reguläre Ikosaeder. Auch hier zeichnen wir zunächst in 
einer Ebene ^ ein regelmäßiges Fünfeck ABCDE mit der Seite h 
und dem Mittelpunkte 0. Dann errichten 
wir in die Senkrechte zu tc und be- 
zeichnen mit F (s. Fig. 15) einen der 
Schnittpunkte dieser Senkrechten mit der 
um A mit dem Radius li beschriebenen 
Kugel. Ziehen wir nun die Geraden FA, 
FB . . . FE, so bekommen wir im ganzen 
fünf kongruente gleichseitige Dreiecke 
mit der Seite h, die alle ihre Spitze in 
F haben. Betrachten wir jetzt die Ge- 
raden AB, AF, AE (die miteinander den 
Winkel -^ bilden), so können wir durch 
A noch zwei andere Geraden ziehen, die 
mit jenen eine regelmäßige fünfseitige 
Ecke bilden, und auf ihnen nach der F entgegengesetzten Seite von ar 
die Strecken AB^ und AC^ = }[ abtragen. Dann sind, wenn wir 0^ 
mit Dj und E verbinden, die Dreiecke ABB^, ABj^C^ und AEC, 
alle gleichseitig, und die Punkte BFECiB^ bilden wieder ein regel- 
mäßiges ebenes Fünfeck, Ergänzen wir in derselben Weise die Ecke 
E durch die Kante EB^ = h zur regelmäßig fünfseitigen Ecke und 
verbinden B^ mit C\ und B^, so sind auch die Dreiecke EC^Bj^ und 
EBB^ gleichseitig, und wir baben jetzt eine offene, polyedrisehe Fläche 
vor uns, die von dem Linienzuge BCBB^C^B^ begrenzt ist. Kon- 
struieren wir nun eine zweite ebensolche Fläche, so können wir diese 
an die vorige so anlegen, daß die begrenzenden Linieozüge sich decken, 
und es entsteht ein Polyeder begrenzt von 20 gleichseitigen Dreiecken mit 
12 Ecken und 30 Kanten, also das, dessen Existenz bewiesen werden sollte. 
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lö7. Aus diesen regulären Polyedern, in und um welche sich eine 
Kugei beachreiben läßt, kann man weitere ableiten, die nicht voll- 
kommen regulär sind, insofern zwar die Ecken kongruent sind und 
ihre Flächen reguläre Polygone sind, aber nicht alle von derselben 
Seitenzahl; es läßt sich nur um diese, aber nicht in diese eine Kugel 
beschreiben. Sie heißen die halbregulären Polyeder (des Archime- 
des). Man kann sie auf verschiedene Weisen erhalten, insbesondere 
durch ein Verfahren, das man in der Mineralogie als das Entecken 
der Kristalle bezeichnet. 

a) Betrachten wir ein reguläres Polyeder S^ mit seinen F Flächen^ 
E Ecken und K Kanten; jede Fläche habe n Seiten, jede Ecke h Kanten, 
Verbinden wir die Mittelpunkte der aneinanderstoßenden Kanten, bzw_ 
der Seiten einer jeden Fläche, ho entsteht auf der Fläche ein ähn- 
liches, regelmäßiges Polygon von n Seiten, während an jeder Ecke 
ein regelmäßiges Vieleck von h Seiten entsteht. So erhalten wir ein 
neues Polyeder £o, das als Ecken die K Mittelpunkte der K Kanten 
erhält, und dessen Oberfläche ans F «-seitigea und E A-seitigen regel- 
mäßigen Vielecken besteht. Wir haben also Fg = F ■'i- E, E^^ K 
und daher K^ = F^ + E^ — 2 ^ F + E + K - 2 ^ 2K. Nun sind 
die regulären Polyeder (abgesehen vom Te- 
traeder) paarweise einander dual; hat also 
das eine 'S- die Zahlen F, E, K, n, k, so 
hat das andere Q. entsprechend die Zahlen 
E, F, K, k, «; entsteht also aus S- in der 
angegebenen Weise ein Polyeder mit F n- 
seitigen und E fc- seifigen Flächen, so ent- 
steht aus S eines mit E /i-seitigen und F 
M-seitigen Flächen: mit anderen Worten: 
Zwei duale reguläre Polyeder führen auf 
diese Weise zu demselben halbregulären 
Polyeder. — So erhalten wir: aus dem Te- "^^ ^"' 

traeder ein Oktaeder; aus dem Würfel oder dem Oktaeder, einen Körper, 
der von 6 Quadraten und 8 regelmäßigen Dreiecken begrenzt ist, das- 
sog. Kuboktaeder; aus dem Dodekaeder oder Ikosaeder einen 32-Fläch- 
ner, von 20 Dreiecken und 12 Fünfecken begrenzt (Fig. 16). 

1)) In ein regelmäßiges «-Eck kann man bekanntlich ein regel- 
mäßiges 2M-Eck so einzeichnen, daß n seiner Seiten auf die jenes 
fallen. Führt man das für alle Flächen des Polyeders S aus, so ent- 
steht ein zweites SEj mit F 2«-Beitigen Flächen und E 7i-seitigen. 
Die Zahl seiner Flächen ist also Fi = F+ E, die seiner Ecken E^ 
= 2K, also ist die der Kanten K^= F^-^ E^—2 ^ F + E^-2K — 2 
= 3.ff. Führt man diese Operation für: 1. ein Tetraeder aus, so er- 
hält man einen von 4 regulären Dreiecken und 4 Sechsecken be- 
grenzten Körper {Fig. 17); 2. beim Würfel bekommt man einen von 
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6 Achtecken und 8 Dreiecken begrenzten Körper; 
3. aus dem Oktaeder entsteht ein von 8 Sechsecken 
und 6 Quadraten begrenzter Körper; 4. das aus dem 
Dodekaeder entstehende Polyeder hat 12 reguläre 
Zehneeke und 20 Dreiecke als Seitenflächen und schließ- 
lich 5. das aus dem Ikoaaeder entstehende wird von 
20 Sechsecken und 12 Fünfecken begrenzt, 

c) Zu den halbregul'aren Polyedern mit zweierlei 
Seitenflächen müssen auch die geraden regulären Pris- 
men mit quadratischen Seitenflächen gerechnet werden, 
sowie die sog. Äntiprismen, die entstehen, wenn mau 
zwei reguläre M-Ecke durch einen Kranz von 2 «gleich- 
seitigen Dreiecken verbindet {Fig. 18). 

d) Durch Eutecken und Entkanten derart, daß 
regelmäßige Vielecke übrig bleiben bzw. auf den 
Schnittflächen entstehen, können aus den regelmäßigen 
Polyedern neue, halbreguläre gebildet werden, unter 
denen einige sogar dreierlei verschiedene Flächen 
haben. So entsteht z. B. aus dem Würfel der in 
Fig. 19 abgebildete 26-Flächner, dessen Oberfläche 

^ ^ aus 8 Dreiecken und 18 Quadraten besteht. 

e) Eine letzte mtere^sante trmppe von regulären aber nicht kon- 
vexen Polyedern (die Keppler Pt msotschen htei npoh ed*r) entsteht aus 
der Bemerkung, diß he Ecken emes jeden legulaien Polyeders zu- 
gleich Ecken eines anderen Polyeders 
sind^) da« jedoch ni ht konvex zu sein 
Iraueht und m zwei oder mehrere zer- 
legt weiden kann "Verbindet man die 
Ecken eines reguliien Polyeders auf 
ille mcghcben Weisen, so erhält man 
aui dem Würfel einen Tetraederzwilling, 
ans dem DodeLaedei entsteht das 20- 
ei-kige Stemdodekaedei aus dem Ikosa- 
eder zwei andere Arten v in Sterndodeka- 
edern und ein 8terniko-<aeder, die alle 
von ri lernt unf ecken begrenzt sind. Auch 
durch Verlängerung der Flächen oder 
der Kanten eines gewöhnlichen regu- 
lären Polyeders kann man die Stempolyeder erhalten^), wie Fig. 20, 
das 32 eckige Sterndodekaeder, zeigt. 

1) J. Bertrand, Note sur la theorie des polyidres leguliers, Comptes ren- 
duB, Bd. XLVI. 1858; vgl. auch Eouehe et de Comberouse, Traue de geo- 
metrie, Paris 1873. II. Partie. S. 269. 

2)L.A.C;i:aoh jjBeehercfussurlespolyedres. Journ.derEooIejioljt. Bd. IX. 1811. 
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Drittes Kapitel. 

Die Darstellung der Polyeder. 

g 1. AUgem eines. 

168. Um ein Polyeder nach einer der Methoden der darstellen- 
den Geometrie abzubilden, stellt man gewöhnlich zunächst die einzel- 
nen Ecken dar und verbindet dann diese in der durch das Netz des 
gegebenen Polyeders bestimmten Reihenfolge. In besonderen Fällen 
wird es besser sein, von der Darstellung der Fachen auszugehen und 
daraus die Ecken abzuleiten, indem man die im I. Teil dargelegten Auf- 
lösungen der Pundamentalaufgaben der Geometrie der Lage anwendet. 
Benutzt man die Methode der Zentralprojektion, so bat man zu be- 
achten, welche Kanten des Polyeders in Pseudostrecken (vgl. Nr. 59) 
übergehen, ebenso welche Flächen in Pseudopolygone übergeben.^) 
Es seien noch folgende Bemerkungen hinzugefügt, um die Zeichnungen 
anschaulicher zu machen. 

Wir betrachten ein konvexes Polyeder 'S., einen Punkt des 
Raumes außerhalb desselben, und das von ihm als Seheitel ausgehende 
Strahlenbändel. Von den Strahlen werden einige das Polyeder schnei- 
den — wir wollen sie Sekanten nennen — , andere werden ganz außer- 
halb desselben liegen, noch andere schließlich werden gewisse Kanten 
streifen, und sie wollen wir Tangenten des Polyeders nennen. Jede 
Tangente bestimmt mit der gestreiften Kante eine Ebene, Tangential- 
ebene des Polyeders, in bezug auf die sich das Polyeder ganz auf 
einer Seite befindet. Die sämtlichen durch gehenden und £ be- 
rührenden Geraden bilden eine konvexe körperliche Ecke, und der 
Ort der Berührungspunkte besteht nun, wie leicht einzusehen, aus 
einer gewissen Zahl von Kanten des Polyeders; diese bilden dann 
einen gebrochenen Linienzug, der geschlossen ist. Man nennt ihn 
den Umriß des Polyeders, indem man sieb in ein Auge denkt. 
Unter der Voraussetzung, daß das Polyeder nicht durchsichtig ist, 
trennt er den von aus sichtbaren Teil von dem unsichtbaren, 
oder auch den beleuchteten Teil von dem dunkelen, wenn man 
sich in eine punktförmige Lichtquelle denkt. 

Wird nun das Polyeder in Zentralprojektion dargestellt, so be- 
trachtet man als sichtbar, und zeichnet daher in ausgezogenen Linien 
die Projektionen der Kanten, die den sichtbaren Umriß in bezug 

1) Nach einigen Autoren gelten hei der Zentralprojektion die Punkte des 
Polyeders als siclitbar, die yor der BildeLene (d. h. im I und E Gebiete des Raumes) 
liegen, während Lei der Mongeschen Methode für die erste (aweite) Projektion 
diejenigen als sichtbar gelten, die in dem I u. 11 (T u. IV) der vier Gebiete liegen, 
in die der Raum durch die Projektionsebenen geteilt wird. Ea ist aber besser, 
nach unserer Meinung, die Projektionsebene als durchsicttig zu betrachten. 
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auf das Projekfcionszentrum bilden, ebenso die Projektionen aller 
anderen sichtbaren Kanten; dagegen punktiert und gestrichelt die 
aller Übrigen Kanten. Bei der Mongeschen Methode verfährt mau 
ähnlich; man hat dabei zwei Umrisse zu betrachten, den einen in, 
bezog auf ein im Zenit der Grundrißebene, den anderen in bezug 
anf ein im Zenit der Aufrißebene befindliches Auge. Bei jeglicher 
DarsteUungsniethode ist wichtig zu beachten: 

1. Der Umriß des Polyeders ist stets ganz sichtbar. 

2. Eine Fläche, die einen sichtbaren Punkt enthält, ist ganz sicht- 
bar, ausgenommen der Fall, daß jener Punkt dem Umrisse angehört. 

3. Eine Fläche, die einen unsichtbaren Punkt enthält, ist ganz 
unsichtbar, ausgenommen eventuell einige Seiten, die dem Umrisse 
angehören. 

4. Eine Kante, die einen sichtbaren Punkt enthält, ausgenommen, 
wenn er dem Umrisse angehört, ist vollkommen sichtbar. 

5. Eine Kante, die einen unsichtbaren Punkt enthält, ist ganz 
unsichtbar, ausgenommen etwa den Endpunkt, der dem Umrisse an- 
gehört. 

6. Von zwei Polyeder flächen, die eine Kante gemeinsam haben, 
welche ein Teil des Umrisses ist, ist die eine sichtbar und die 
andere unsichtbar, 

7. Zwei Polyederflächen, die eine Kante gemeinsam haben, die nicht 
ein Teil des Umrisses ist, sind beide sichtbar oder beide unsichtbar. 

8. Zwei durch denselben Eckpunkt des Polyeders gehende 
Kanten sind beide sichtbar oder unsichtbar, wenn jener Eckpunkt 
dem Umrisse nicht angehört. 

9. Von zwei Punkten, die ihre Projektion gemeinsam haben, ist 
nur einer sichtbar, 

§ 2. Pyramiden und Prismen 
159. Wir schicken folgende einfache Bemeikungen voraus. Es 
und 63 zwei ebene Perspektive (im 'speziellen auch homo- 
i) Systeme mit dem Zentrum und der Achse s. Zwei be- 
liebige entsprechende Punkte P^ und P^ liegen dann mit in gerader 
Linie, und zwei entsprechende Geraden y^ und ^^ schneiden sich auf s. 
Wir denken uns nun diese beiden Systeme von einem beliebigen 
Punkte C aus auf eine Ebene n projiziert, und die so enthaltenen 
Projektionen durch Striche! bezeichnet. Dann entstehen auf tt zwei 
zueinander projektive Systeme Uj' und e^' auf dem gemeinsamen 
Träger ii. Zwei beliebige einander entsprechende Punkte P^', F^' der- 
selben liegen dann in gerader Linie mit 0', der Projektion von 0, 
während zwei einander entsprechende Geraden sich auf s' sehneiden; 
das zeigt uns, daß 6,' und ffj zwei homologische ebene Systeme sind 
mit dem Zentrum (7 und der Achse s'. Folglieh: Zwei ebene per- 
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spektivische Systeme liefern als Projektion zwei homologische Systeme 
mit de» Projektionen des Zentrums nnd der Achse als Zentrum und 
Achse. Will man denjenigen Punkt P^' von 0^' finden, der dem 
Punkte P/ von ff/ entspricht, so verfährt man folgendermaßen: Man 
projiziere P/ von aas als P^ auf den Träger von Ö1 und bestimme 
Pj, den Pj in öj entsprechenden Punkt betrachtet als zugehörig dem 
System 6^ ; die Projektion von Pj von G aus auf ir gibt den Punkt P^'. 
Ähnlich verfährt man, wenn man die der Geraden g^' in 6^' ent- 
sprechende Gerade g^' konstruieren will. Soll z. B. die Grenzgerade 
von 63' konstruiert werden, so legen wir durch die zu n parallele 
Ebene und bestimmen ihren Schnitt mit der Ebene der Systeme ffjj 
von dieser Geraden suchen wir die entsprechende in ff^; ihre Projektion 
von aus auf ir ist die gesuchte Gerade. 



160. Eine Pyramide wird gewöhnlich durch ihre Spitze V und 
daa Polygon der Grundfläche Pj^F^ . . . P^ bestimmt. Bei Anwendung 
der Mongeschen Methode ist die Spitze durch ihre Projektionen V', 
V" bestimmt, die Grundfläche durch die Spurlinien s,, s^ ihrer Ebene 
und die Horizontal- (oder Vertikal-) Projektion, oder durch die beiden 
Projektionen dreier Ecken und eine der übrigen Ecken. In beiden 
Fällen kann man nach einem bekannten Verfahren (vgl. Nr. 17, 26) 
die Darstellung der Grundfläche und damit die der ganzen Pyramide 
vervollständigen. — In besonderen Fällen können die Daten in anderer 
Weise gegeben sein: so z. B. wird eine gerade reguläre w-seitige 
Pyramide schon durch ihre Spitze S, eine Ecke Pj der Grundfläche 
und deren Ebene bestimmt sein. 

Zur Übung: I DiP Dirstellung einer in der cbigei Wei e gegebenen 
regulären Pyramide auBznluhren [indem man emn T ralegung ier EhPne derGrund- 
fl'äclie benuzt]. 

II. Eine Pyramide darzustellen die zur Grundfllche tin regelm-ißigeB n-Bck 
hat, wenn maa die Spitze I _ (F T ) kennt den Mittelpunkt = (0', 0") 
der Grundfläche und die Horizont ilprojektion einet =einer Ecken 

III. Eine Pyramide daiauatellen die als bmndfläche ein in der GrundnB- 
ehene gegebenes Dieieck iBC hat und \on der man die Längen der Seiten- 
kanten VÄ, VB, T f kennt Man lege die Seitenfl ohei in die Grundriß 
«bene um.) 

IV. Dieselbe Aufgabe u loaen fin den Fall daß 4.B( m einer Ebene 
T = [*i,iä] liegt, und durcli seine Horizontilf-rojektion gegeben ist [Durch Um- 
leguDg von T in die Grundrißebene ] 

Benutzt man hinget, en die Zentral p i ojettion , so muß för die 
Pyramide gegeben sein: 1. die bpitze als V^{TI ,V ) oder als 
■V-^(ti', V); 2. die Grundfläche als t^, = [tohl, ^- die Projektionen 
Pj', Pg', . . , P^' ihrer Ecken, Dann haben die Grundkanten zur 
Projektion die Geraden P^' P\_^_i und als Darstellungselemente die 
Schnitte dieser mit tg und i^'. Die Seitenkanten haben als Projek- 
tionen die Geraden VP^' und ihre Darstellungselemente T^I/^' werden 
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erhalten durch Anwendung der I. Gründaufgabe der Lage (b. Nr, 64 
und 66), Sind nun die Elemente einer dieser Kanten z. B. VP^ be- 
stimmt, so kann man mit Anwendung des in Nr. 159 Gesagten, die 
der anderen daraus ableiten. Es sind nämlich die ebenen Figuren 
Tj^äj . ■ - r„ und JiJj , . . J„ beide perspektiv mit P^Pg .,.?,, indem 
für beide Y das Perapektivitätszentrum ist, und Perspektivitätsaehse 
das eine Mal, die Spurlinie, das andere Mal die unendlich ferne Ge- 
rade von «0- Dies zeigt uns: 1. die beiden Figuren T^^T^ ■ . ■ T^ und 
Pi'P/ ■ ■ ■ ^n entsprechen sich in einer Homologie mit dem Zentrum P" 
und der Achse ((), 2. Die Figuren J/Ja' ... /„' und P^ P^' . . . PJ 
entsprechen sich in einer Homologie mit dem Zentrum V und der 
Achse «o'i beide Homologien sind durch je ein Paar entsprechender 
Elemente bestimmt, sobald die Kante VPi voUständig dargestellt ist. 

Zur Cbnng; I. Die in der vorigen Übnng bestimmten Pyramiden in Zen- 
tral projektion darzustellen . 

II. Dieselben Aufgaben nach der Methode der kotierten Ebenen zu lösen. 

161. Ein Prisma wird gewöhnlich bestimmt durch eine seiner 
Grundflächen M^M^ . . . M„ und eine Ecke der anderen Grundfläche 
A'jiVj . . . i^„, die einer bestimmten Ecke der ersteren entspricht. Um 
nun die erste Grundfläche festzulegen, im Falle daß die Monge- 
ecbe Methode angewandt wird, können wir etwa die Spuren 
ihrer Ebene t^, t^ geben und die ersten Projektionen ihrer Ecken; 
von der anderen Ecke, etwa jV^, können wir beide Projektionen geben. 
Aus diesen Angaben läßt sich (nach Nr. 17) die zweite Projettion 
der Grundfläche darstellen, Jlfj'iV"^' und M.^"N^' stellen dann eine 
Seitenkante des Prismas dar, die übrigen erhält man, wenn man durch 
M^, Mg . . . M„' die mit JU/iV/, und durch M^", M^" . . . M„" die 
zu M^"Nj" äquipoUenten Strecken zeichnet; die noch fehlenden Kanten 
sind damit sofort gegeben Man beachte, daß besagte Konstruktion 
eine Kontrolle bn tet, indem IS\' und JV^" (fc = 2, 3, 4 . . . «) auf der- 
selben Ordinate liegen müssen 

Zur Übuug: Em gerades legulai n »eihgea Prisma darzustellen, dessen 
Äclise gegeben ist, eine Ecke aad die gemeinsame Länge der Seitenkanten. 
[Durch ümlegung erhält man die die gegebene Ecke enthaltende Grundfläche ; um 
die andere eu bekommen, wende man die Aufg 1 Nr. 31 und die Anfg. II 



Wendet man aber Zentralprojektion an, so ist : 
die beste Art, ein Prisma zu bestimmen: Man gebe die Ebene t = [( i"] 
einer der Grundflächen, ihre Projektion M^'M^' . . . M', den gemein- 
samen Fluchtpunkt 7' der Seitenkanten und schließlich auf der Ge- 
raden I'M^' die Projektion i\V der Ecke der anderen Grundfläche 
die M^ entspricht, dadurch ist der Korpei ofl:enbar vollständig be- 
stimmt. Von der Seitenkante M-tN^ kennt man den Fhiehtpunkt /', 
und der Spurpunkt T^ läßt sich (nach Ni bh) leicht finden. Um die 
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Spurpunkte der übrigen Kanten zu finden, beachte man, daß die 
beiden Vielecke M^M^ . . . M„ und T^T^ . . . T^ perspektiy in bezug 
auf das Zentrum I sind, daher sind ihre Projektionen (vgl. Kr. 159) 
Mi'M^' - - - Jlf„' und Tj^l^ . . . T^ homologisch in bezug auf das Zen- 
trum I' und die Achse i; da nun schon ein Paar entsprechender 
Punkte, -M/, T^ und die Ebene der beiden Vielecke bekannt ist, so 
läßt sich das zweite konstruieren. ■— Ebenso sind die beiden Vielecke 
M^M^ . . . -M„ und N^N^ ■ ■ ■ ^n perspektiv in bezug auf das Zentrum I 
und die unendlich ferne Gerade i, die beiden Ebenen gemeinsam ist, 
als Achse; daher entsprechen sich die beiden Vielecke M.^'M^' . . . M^ 
und JV/J^ä' . . . -iV„' in einer Homologie mit dem Zentrum 1' und der 
Achse «'. Da nun eins derselben bekannt ist und eine Ecke des 
anderen, so läßt sich letzteres vollständig zeichnen. Aisdann läßt 
sich die Darstellung des Prismas leicht vervollständigen. 

Zur Übung: Das in der vorigen tTbung bezeichnete Prisma in Zentralprojek- 
tion darzustellen. 

Bei Anwendung der Methode der kotierten Ebenen ver- 
fährt man folgendermaßen. Ist die Projektion M{M^ . . . M^ der 
Grundfläche und die Neigungsskale ihrer Ebene gegeben, so bestimme 
man nacli dem in Bd. I Nr. 95 gegebenen Verfahren die Koten m^, 
fftg, . . .m^ der Ecken. Ist dann JV; ~ {.N,', %) als die dem M^ ent- 
sprechende Ecke der Deckfläche gegeben, so ziehe man durch 
M^'M^' . . . M^ Strecken gleich und gleich gerichtet mit Jf/W/, ihre 
Endpunkte bilden dann die Projektion der Deckfläche. Die Koten 
ihrer Ecken Wg, % . . . n^ bekommt man aus der Beziehung 

Znr Übung: Das vorhin bezeichnete Priama in der Methode der kotierten 
Ebenen darzustellen. 

Die Art der Bestimmung eines Prismas, wie sie im vorigen be- 
nutzt wurde, kann durch unzählige andere ersetzt werden, die je nach 
den Umständen mehr oder weniger wertvoU sein können. Dazu ge- 
sellen sich noch andere, wenn ea sieh um spezielle Polyeder handelt. 
Bemerkenswert ist jene, die in dem folgenden Porisma enthalten ist: 

Sind drei beliebige Geraden a, b, c gegeben, die alle zueinander 
windschief sind, so gibt es immer ein einziges Parallelipiped, bei 
dem jene Geraden (der Lage nach) drei unabhängige (d. h. weder 
parallele noch zusammenlaufende) Kanten sind; man soll dieses 
konstruieren und darstellen. 

Auflösung: Durch a legen wir die zu b und c parallelen 
Ebenen ß^ und Yj, ebenso durch 6 die zu c und a parallelen Ebenen fa 
und Og schließlich durch c die Ebenen a,, ß,, parallel zu a, b. Somit 
haben wir im ganzen sechs Ebenen, die zu je zwei und zwei einander 
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parallel sind; sie begrenzen das Parallelipiped, das den BediogQngeti 

der Aufgabe entspricht. 

Um die Darstellnug nacb der Mongescben Methode auszuführen, 

nehmen wir an, daß die drei Geraden als a = {«', a"), b =e (b', b"). 
c ^ (c', c") gegeben seien (s, 
Fig. 21). Durch einen belie- 
bigen Punkt A s (^A, Ä") von 
a ziehen wir die Geraden &j , c^ 
parallel zu b, c; die Ebenen 
ab^ und aq werden dann die 
Ebenen zweier Flächen dea 
gesuchten ParaUelipipeds sein. 
Die Punkte B und C, in denen 
die Geraden b und c die Ebe- 
nen «C( und a\ treffen, sind 
zwei Ecken des gesuchten Po- 
lyeders; ihre Projektionen las- 
sen sich ohne Benutzung der 
Spuren' jener Ebenen (nach 
Nr. 24 Bd. I, S. 20) finden. 
Die durch (7 zu & und durch 
B zn c gezogeneu Parallelen 
schneiden a in zwei anderen 
Ecken D und E des Poly- 
eders. Wir ergänzen nun die 
Parallelogramme BEDF, 
CBFK, CDEG, GCKH 
und hxben dmn die ubiigen 
Ecken m beiden Piojektionen 
Der Le'-er beachte die vielen 
Bestätigungen, die dieite Kon 
struktion bietet 
Zur Übung jl. Dieselbe AufgabemitAnwenduagderZentrilpi jektionzulOspn 

II. AIb Obelisk bezeichnet man ein Poljcder das zwei Enlfldchen 
A^A^... A„ und B^B^ .. .B„ mit einander parallelen Seiten von denen ein ge 
auch gleich Null sein können) hat und A^B,, A^B^. i B„ als Seitenkantan 
Ein solches soll nach den bekaimten Methoden dargestellt werden 

III. Einen Parallelkantner nennt H. Schubert ein Polyeder das ent 
steht, wenn man ein Prisma durch eine zur Grundfläche «chiefe Ebene abschneidet 
Die Darstellung eines solchen zu finden, wenn man die eine bruudfläche 
AjA^.-.A^ kennt und von der anderen Flache die Ecken .B, Bj £3, derart daß 
AiBj, AjB^, A,Bg einander parallel sind. 

§ 3. Die regulären Polyeder. 
162. Ist Ober die Lage eines Polyeders in bezug auf die Bild- 
ebenen keine Bestimmung getroffen, so kann man sie so wählen, daß 
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seine Projektionen von mögliehst größter Einfachheit werden; so kann 
man z. B. das Polyeder mit einer seiner Flächen auf die Grundrißebene 
legen, so daß diese mit ihrem Grundriß zusammenfällt und der Au&iß 
in die Grundlinie fällt. Hat das Polyeder mehrere einander parallele 
Kanten, so kann man beide Projektionsebenen oder wenigstens eine so 
wählen, daß sie zu jenen Kanten parallel läuft; hat es eine Symmetrie- 
ebene, so kann man diese oder eine dazu parallele Ebene als Bild- 
ebene nehmen und wenn es eine Symmetrieachse hat, so kann man 
diese auf eine Bildebene senkrecht stellen. Von diesen Vorteilen werden 
wir Anwendung machen, um von den fünf reguRren Polyedern ausdrucks- 
volle Darstellungen nach der Mongeschen Methode zu erhalten; durch 
Anwendung der im I. Teile dargelegten Weisen (I. Buch, Kap. 11; 11. B. 
K. 6 u, 7; IV. B. K. 1) können wir dann die Abbildungen auf andere 
Ebenen oder nach anderen Darstellungsmethoden daraus leicht erhalten. 

Das reguläre Tetraeder. Es sei l die Kantenlänge des regulären 
Tetraeders ABCD. Wir legen die Fläche ABC anf die Grundriß- 
ebene {a. Fig. 22), dann fallen Ä', R, C mit A, B, zusammen und 
bilden ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite l, und A", S', C" fallen 
anf die Grundlinie. Die Horizontalprojektion B' 
der Spitze D fällt auf den Mittelpunkt des Um- 
kreises des Dreiecks ABO. Zieht man dann D' A', 
DB', D'C, so ist der Grundriß fertig. Für den 
Aufriß hat man nur noch D" nötig, und hierzu 
genügt es, die Kote von D zu kennen. Legen wir 
jetzt das rechtwinklige Dreieck DO J. in die Grund- 
rißebene um, es um OA drehend, so kommt D in 
einen Punkt der in zu OA errichteten Sank- 
rechten zu liegen, derai-t daß AilXj =1 wird; 
0(ß) ist dann di'e gesuchte Kote. Tragen wir 
diese auf der Ordinate B'B^^ von D^g aus ab, so 
erhalten wir D", welchen Punkt wir mit A", B", 
C" verbinden um den Aufriß zu erhalten. '^' 

Anmerkung: Im regulären Tetraeder fiiUen der Mittelpunkt 
der einbescliriebenen und der der umbesehriebenen Kugel mit dem 
Schwerpunkte G zusammen. Dieser liegt auf einer Hohe, etwa OD, 
in ein Viertel Abstand von der Grundfläche. Teilen wir also 0{D) 
in 4 gleiche Teile und nehmen den ersten Teilpunkt von ans, 
so erhalten wir (G). Hieraus folgt, daß die Strecken (G)0 und {Q){D) 
die Radien der dem Tetraeder ein- bzw. um beschriebenen Kngel sind. 

Bezeichnen wir den Umkreisradius des Dreiecks ABC mit *■, 




' ist ( 



ferner folgt aus der Fig. 22, daß 



{ß)D'^ = Ä{Dy ~ÄD'' 



. (ä _ r^ = 3r' 
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(I))I)' = rl/2; 



folglieh iBt die erste Kote der Ecke 1) gleich der Seite des in den 
Umkreis der Tetraederfläche heschriebenen ftnadrates, 

Zur Übung: I. Projiziert man ein reguläres Tetraeder orthogonal auf eine 
Ebene, die zur Verbindungslinie der Mitten zweier Gegenkaiiten Beakrecht steht, 
80 erhält man ein Quadrat mit seinen Diagonalen. — II. Bin reguläies Tetraeder 
in Zentralprojektion darzustellen, wenn man die Ebene einer Fläche und zwei 
Ecken auf ihr kennt. (Man henutze die Umlegiing der gegebenen Eben© und 
wende die Lösung der Fuudameutalaufgaben an.) 

163. Das reguläre Hexaeder oder der Wtirfel. Es seien ABCD 
und EFGH zwei gegenüberliegende Würfelflächen mit der äeite l. 
Wir legen die erste parallel zur Grundrißebene, dann 
erhalten wir in dieser ein Quadrat AB'C'D' mit 
der Seite l (s. Fig. 23) und seine Ecken fallen mit 
den Projektionen der Ecken der zweiten Fläche 
E'F'Q' H' zusammen, es braucht also für den Grund- 
riß nichts hinzugefügt zu werden. Die Punkte 
A"B"C"D" liegen auf einer zur Achse parallelen 
Geraden (die Übrigens beliebig ist) und da die 
Strecken A2^, BF... senkrecht laufen, eo pro- 
jizieren sie sieh in wahrer Große l, und dalier kom- 
men die Punkte E", F", G", R" auf einer zu A'S' 
im Abstaude l gezogenen Parallelen zu liegen. Zieht 
man also die Ordinaten der Punkte^l'^i", B'^F'... 
so ist der Aufriß vollständig. 
Anmerkung: Die Radien der dem Würfel ein- und umbescbrie- 
benen Kugel sind gleich der halben Kante, bzw. gleich der halben 
Würfeldiagonale ÄG. 

Zur tJbung; 1. In Grund- und Aufriß einen Würfel abzubilden, von dem 
man die Ebene einer Seitenfläche kennt , und zwei aufeinander folgende oder 
gegenüberliegende Ecken, — II. Dieselbe Aufgabe för Zectralprojektion '/,a 
lösen (Tgl. Nr. 161). — III. Die Ecken eines Würfels sind die Ecken zweier 
regulärer Tetraeder; deren Daretellung aua der Würfelabbildung abzuleiten. — 
IT. Gegeben ein rechtwinkliges Dreikant Ox, Oy, Oz\ geancht ein reguläres 
Tetraeder OABC, dessen Ecken A, B C bzw in den Ebenen yOz, zOx, xOy 
liegen. — V. Projiziert man den Würfel auf eine zur Diagonale senkrechte 
Ebene, so erhält man ein regelmdßiges Sechseck mit den Urakreiara dien. Warum? 

Das regnläre Oktaeder Es sei iBCDEF ein reguläres Okta- 
eder mit der Kante l. Wii bringen ts m eine solche Lage, daß die 
Ecken Ä, S, C, D sich in einer hoiizontalen Ebene befinden und 
demnach EF vertikal steht. A', B', 6", D' sind dann die Ecken 
eines Quadrates mit der Seite l, und die Punkte E' und F' fallen 
mit dem Mittelpunkte des Quadrates zusammen; die Verbindunga- 
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linien dieser Punkte bilden also den Grandriß (b. Fig. 24). — Im Aufriß 

liegen A", B", C", -D'^in eine r (beliebigen) zur Grundlinie parallelen 

Geraden. Da nun WE ^7>F = OA iind OE par- p. 

alle] zur Aufri ßebene ist, so wird 0"E" = 0"F" 

= OA = O'A', da OA parallel zur Grundrißebene 

ist. Man hat also nur von 0", welches auf A"B" 

liegt auf der zugehörigen Ordinate nach beiden Seiten 

O'A', die halbe Quadratdiagonale, abzutragen um 

E" und F" zu erhalten. Verbinden wir alle Punkte 

mit einander so haben wir den Aufriß. ", 

Zwr Ubnng: I. Projiziert man daa Oktaedei- ortho- 
gonal auf eine au einer Seitenfläche paraUele Bhene, so 
erhält man ein reguMres Sechseck mit den Diagonalen, die 
eine Ecke überschlagen (s, Fig. 37). — II. Die Abbildung 
des Oktaeders aua der des Würfela (Fig, 28) abzuleitec mit 
Benutzung des Umstandes, daß die Mittelpunkte der Würfel- 
flächen die Ecken eines Oktaeders sind, — III, Nach der 
Mongeschen oder in Zentraiprojektion daa Oktaeder daran- " 

stellen, wenn man die Ebene des Quadrates .d£ CD kennt '^' 

und zwei aneinander stoßende (oder gegenüberliegende) Eckert desselben. (Durch 
Umlegung.) 

164. Das reguläre Dodekaeder. Wir behalten die in Nr. 156 

und Fig. 14 angewandte Bezeichnung bei und legen das Polyeder mit 
der Fläche ABCJDE auf die Grundrißebene tt^; dann befindet sich 
die gegenüberliegende Fläche LMNPQ in einer dazu parallelen 
Ebene a^, die Ecken A^B^C^B^E^ in einer dritten, L^M^N,P^Q^ in 
einer vierten ebenfalls parallelen Ebene, die wir tt bzw. a nennen. 
Dann haben die Ebenen ir und tTj, sowie ö und a^ aus Gründen der 
Symmetrie denselben Abstand, den wir mit x bezeichnen wollen; den 
Abstand zwischen n und o dagegen wollen wir mit y bezeichnen. — 
In der itj zeichnen wir zunächst das regelmäßige Fünfeck ABCDE 
aus der Kante l des Dodekaeders. Um dieses beschreiben wir den 
Kreis, dessen Badius r sein möge. Die den Punkten A, B, G, B, E 
diametral gegenüberliegenden Punkte dieses Kreises sind dann die 
ersten Projektionen der Ecken L, M, N, P, Q, weshalb das Fünfeck 
L'M'NTQ' (s. Fig. 25) die Projektion der ABCDE gegenüber- 
liegenden Fläche ist. Um die übrigen Ecken im Grundriß zu be- 
kommen, betrachten wir zwei andere, ebenso gegenüberliegende Flächen, 
etwa ABB^P^A^ und LMM,D^Ly Ihre Diagonalen ^iBj und M^L^ 
sind mit den Seiten AB und ML, aber auch mit den Diagonalen EC 
und NQ parallel; demnach sind sie sowohl untereinander als auch mit 
n^ parallel, projizieren sich also in wahrer Länge. Die Endpiinkte der 
genannten 4 Diagonalen liegen aber symmetrisch zur Ebene DB'O, 
also in zwei zu it, senkrechten Ebenen, also projizieren sie sich auf 
die Geraden EN' und OQ'; auf diesen liegen also auch A^', M^' und 
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B^, Li- Es ist klar, daß ferner Ä^ . . . L/ auf der Verlängerung der 
Badien CfA, ..., O'L' liegen müssen, also nun leicht zu finden sind. In 
gleicher Weise findet man die übrigen 
Ecken ^), oder was bequemer ist : Wird 
nun mit 0^^' um ein Kreis be- 
sehrieben, so liefern die Verlänge- 
rungen der Radien O^ß, OC, ... $^' 
I die (ibrigen Ecken B^', C\' .. . Q/ auf 
' diesem Kreise liegend. In geeigne- 
ter Weise verbunden liefern sie den 
Gm a riß des Dodekaeders. 

Was den Aufriß betrifft, so liegen 
zunächst Ä", B", C", D", E" auf 
der Achse aijj, sind also leicht zu 
finden. A", . . . E^" liegen auf einer 
zu o,ä parallelen im Abstände X ge- 
zogenen Geraden p, L'\M" ... Q'\ 
auf einer zu p parallelen Geraden s 
im Abstände y von p und schließ- 
lich L", M", . . . Q" auf einer Ge- 
raden Sj, die von s wieder den Ab- 
stand X hat. Wenn wir diese Ab- 
stände kennen, sind die Punkte leicht 
zu finden, x ist nun nichts anderes, 
als die Kote des Punktes ji,', also die 
Kathete eines rechtwinkligen Drei- 
Hypotenuse AA^ = l, dessen andere Kathete AA^' ist, 




ecks, def 
also ist 



ä-i^ 



- AA,. 



AAj = AN' (wegen der Kongruenz der Dreiecke AA' H und 
AN' H) ist also gleich der Zehneckseite in dem Kreise mit dem 
Radius r; l ist die Pünfeckseite in demselben Kreise. Nun bilden 
aber, nach einem Satze von Euklid (Elemente XIII. Buch, Satz X), 
die Zehneckseite, Sechseckseite und Fiinfeckseite ein rechtwinkliges 
Dreieck, s^^^ -f Sg* = s^, also ist x die Sechseckseite d. b. der Radius 
0A\ wir haben demnach 

x-f (1) 

Ebenso kennt man von der Strecke A^N^ die wahre Länge l und 
ihre Projektion A^N-[. Erstere ist nun die Fiinfeckseite, letztere 

1) Ist also der mit r liesclirietiene Kreia in 10 gleiche Teile geteilt, bo tann 
der Grundriß mit alleiniger Hilfe des Lineals gezeiclinet werden. Diese 
Vereinfachung, sowie die folgende fand Fr. Schütte (Anfangsgründe d. darst. 
Qeom. Leipzig 1905). 
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, denn 



gleich dem Radius (/B des om 0' mit r beschriebenen Kre 
die Figur A^'BO'N^' ist ein Parallelogramm. Da nun 

80 folgt aus dem obigen Satze, daß y die Zehneckseite in diesem 

Kreise ist, ,, _, s l'9^ 

if '^10 V*^ 

Entnehmen wir also aus dem Grundriß die Abstände der Ge- 
raden p, s, Si, so finden wir leicht den Aufriß, wie ihn die Figur 
zeigt. Zur Kontrolle dient, daß allemal fQnf Kanten, die auf die 
Ecken derselben Fläche zulaufen, sich in einem Punkte schneiden 



Die Radien der um- und einbeschriebenen Kugel kann man nun 
leicht in ihrer wahren Länge zeichnen, da man ihre beiden Projek- 
tionen sofort erhalten kann: 0" liegt in der Mitte zwischen p und s. 

Zur l'buDg: Die Gleichungen (1), (3) aus der Figur trigonometrisch ab- 



165. Das reguläre Ikosaeder. Wir 

behalten auch hier die in Nr. 156 und 
Fig. 15 (S. 24) gemachten Bezeichnungen 
bei und nehmen die Grundrißebene par- 
allel zu jenen beiden Ebenen cj und a^, 
in denen die Fünfecke ÄBCBE und 
Ä^B^C^B^^Ei lagen, also senkrecht zu 
der Geraden, die die beiden Ecken F 
und Fl -verbindet. Es ist klar, daß der 
Abstand des Punktes F von a, den wir x 
nennen, ebensogroß ist wie der des Punk- 
tes F^ von ff,. Den Abstand zwischen ff 
und ff^ nennen wir y. 

Infolge der obigen Annahmen pro- 
jiziert sich das erste Fünfeck im Grundriß 
in seiner wahren Größe, wenn wir also 
aus der Kante l des Polyeders ein regel- 
mäßiges Fünfeck zeichnen, so dürfen wir 
dies mit A'B'C'D'E' bezeichnen (Fig. 
26). Besehreiben wir um dieses den Kreis, 
dessen Radius r sein möge, und bezeich- 
nen auf diesem die A', B' . . . diametral 
gegenüberliegenden Punkte mit 4j', 5^'..., 
so sind diese die Projektionen der Ecken des anderen Fünfecks 
AiB^^C^B^E^, dagegen fallen F' und F^ mit dem Mittelpunkte des 
Kreises zusammen. Somit haben wir aUe Ecken im Grundriß, und 
können somit die Projektion des Polyeders selbst leicht zeichnen. 
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Im Aufriß kÖrmen wir zm^chst den Punkt Fj" beliebig auf der 
Ordinate von F' wählen; A^' . . . E^" liegen dann auf einer zu a par- 
allelen Geraden s^ im Abstände x von E/'-, A" . . . E" liegen auf einer 
Geraden s, die von s den Abstand y bat; schließlich liegt F" auf der 
Ordinate von i*' im Abstände x von s. — Um zunächst x zu bestimmen, 
betrachten wir etwa die Kante F^A^^. Ihre wahre Länge iat l, die 
Seite des Fünfecks, ihre Projektion F^' Ä^ ist der B.adius; also 
ist die Kote von A^ die Kathete einea rechtwinkligen Dreiecks, dessen 
andere Kathete der Radius, dessen Hypotenuse die Fünfeckseite ist. 
Nach dem vorhin zitierten Satze muß also x die Zehneckseite in dem- 
selben Kreise sein, also 

X = J^C^. (3) 

Um y zu finden, betrachten wir etwa die Kante A^D. Ihre walire 
Länge ist wieder l, die Fünfeckseite, ihre Projektion iat A^D,' 
also die Zehneekeeite, also ist die Differenz der Koten von ^ und 
D wiederum nach dem obigen Satze, die Sechseckseite, d. i. der 
Eadius r. _ 

II -r (=0^-) (4) 

Wir können also aus dem Grundriß direkt die Abstände der Geraden 
s^ und s von F," entnehmen, und durch Ziehen der Ordinaten, die 
Ecken und damit das ganze Polyeder im Aufriß erhalten. 

Bemerkung. Der Kadius der dem Polyeder umschriebenen Kugel 
ist offenbar gleich der Hälfte von F"F^'-^ der der einbeschriebeneu 
Kugel läßt sich aus den Projektionen ebenfalls leicht konstruieren. 
Die einb es ehr i ebene Kugel berührt nämlich die Flächen in deren Schwer- 
punkt und da der "üchwerpunkt einer Fläche durch ParaUelprojektion 
nicht zerstört wird, kann man die Projektionen des Radius sofort 
zeichnen und daraus die ivihre Länge bestimmen. 

Zur IThune: I Die (ileichungen (S), (4) trigoaometrisct aus den Figuren 
al zuleiten II. Das reguläre Ikosaeder in Ortho gonalprojektion ku aeiehnen, 
wpnn eine FUcie m die Grundrißebene fällt. III. Die Mittelpunkte der Dode- 
kaederfla ben sind die Ecken eines Ikosaedere und umgekehrt; diese Beraertnng 
aoU angewandt werden um dit Darstellung eines dieser Körper von der dea 
anderen abzuleiten IT Die regulären Sternpoljeder, die durch Verlängerung 
der Kanten {bzw Plai,hen) dpr beiden letaten Pslveder entstehen, darzustellen ') 
(\gl Ml 157 Schlußl V. Die in Hr 157 heaohnebenen halbreguläien Poly- 
eder m Ürthogonalprojektion diizustellen, mit Hilfe der von den regulären Köi- 
pi m gewonnenen Abbildungen (erforderlich ist dazu die Losung der planimetri- 
sclieii Aufgabe: Ton einem reguliren n Eck allp Ecken ao ab'UBchni'iden daß 
ein reguläres 2w-Eck entstehtl VI. Die Zentralproiektion dieser Kurpcr mit Hilfe 
der in Nr. 91 gegebenen Anweisung zu bestimmen 



1) Eine der Orthogonilprojektionen laßt eich duri-h bloßes Ziehen von Dia- 
gonalen des regelm, 10 Eck- beistellen, » z B Fig 20 (4.nm des Übers) 
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166. Allgemeine Bemerkungen, t. lat ein reguläres Poly- 
eder in Ortliogoualprojektion dargestellt, ao kann mau leicht 
die gemeinsame Größe der Flächenwinkel bestimmen. Sehen 
wir vom Würfel ab, wo diese Rechte sind, und betrachten zunächst 
diejenigen, die von gleichseitigen Dreiecken begrenzt sind (Tetraeder, 
Oktaeder und Ikosaeder). Sind ABC und ABB zwei in der Kante 
AB zuaammengtoßende Flächen, und ist M die Mitte von AB, so 
sind CM und DM nicht nur Mittellinien, sondern auch Höhen dieser 
Dreiecke, weshalb GMB der gesuchte Flächenwinkel ist. Mau hat 
also nur ein dem Dreiecke OMD kongruentes zu konstruieren, was 
leicht ist, da man die Projektionen von C und D kennt, als auch die 
von M, welche die Mitte von AB ist. Handelt es sich um das Do- 
dekaeder, so betrachten wir wieder die aneinanderstoßenden Flächen 
ABOBH und ABB^P^A^ und die Mitte M von AB. Dann liefert 
das Dreieck DMFi den gesuchten Winkel, und dieses läßt sich mit 
Hiife der gegebenen Projektionen konstruieren. 

Znr Übung. Siud 2« und 2ß die Flüche owinkel des reg. Tetcaeders und 
Oktaederä, so ist ama^cosß=^ —■ 

^^ 
IL Die metrischen Beziehungen, die wir bei dieser speziellen 

Darstellung der regulären Polyeder abgeleitet haben, ermöglichen aus 
auch die Darstelliing in irgend einer anderen uns bekannten Methode 
zu gewinnen, wenn man z. B. eine der Flächen des regulären Poly- 
eders kennt und in ihr zwei aufeinanderfolgende Ecken desselben. 
Um ein bestimmtes Beispiel zu nehmen, mögen für das Dodekaeder 
die für die Zentralprojektion erforderlichen Bezugseiemeute gegeben 
sein, sowie die Ebene z = [W] der Grundfläche ABGDB, sowie die 
Lage der Punkte Ä und B'. Wir legen x in die Bildebene um, und 
zeichnen die Punkte (A) und (B), sodaun {(!), (B), (E). Bezeichnen 
wir nun die Orthogonalprojektion auf die Ebene t durch eine ", so 
lassen sich ja die Punkte {F"), . . . (i") und {A\), . . . {L\) finden. 
Bringen wir dann r wieder in seine ursprüngliche Lage, so finden 
wir leicht C", D', E' , F"' .... L"' und A^"' .... L^. Durch Anwendung 
des Satzes (in Bd. I S- 130) können wir dann die Spuren der Ebenen 
finden, in denen die Ecken liegen 1) A.B^C^D^E, 2) F.,G,H^K,L^ 
3) EGHKL, indem von diesen Ebenen, die zu t parallel sind, die 
Abstände von r bekannt sind. Es sei nun I' der Antipol von i', der 
gemeinsamen Fluchtgeraden der vier betrachteten Ebenen. Um nun 
z. B. die Ecke F zu finden, haben wir nur den Schnitt der letzten 
Ebene mit der durch i*",, gehenden — dieser Punkt ist durch seine 
Projektion und eine durch ihn gehende Ebene bestimmt — und /' 
zum Fluchtpunkt habenden Greradeu aufzusuchen. Ähnlich lassen sich 
die übrigen Ecken auffinden. Dem geschickten Zeichner wird es je- 
doch nicht entgehen, daß sich die bezuglichen Konstruktionen oft ver- 
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einfachen laesen, wenn man darauf Rücksicht nimmt, daß gewisse 
Gruppen TOn Pol j (äderkanten einander parallel sind oder in demselben 
Punkte konvergieren. 

Viertes Kapitel- 
Die Pundamentalaufgahen über Polyeder. 

167. Ist ein Polyeder nach einer Methode, die wir früher kennen 
gelernt haben, dargestellt, so können wir alle Aufgaben, die sich auf 
dasselbe beziehen, graphisch lösen. Wir wenden uns zunächst den- 
jenigen zu, die man mit gutem Eeehte als Fundamentalaufgaben 
bezeichnet (vgl. Nr. 21 Anm.) wegen der vielseitigen und fortwähren- 
den Anwendung. 

Aufgabe I. Die Abwickelnug eines Polyeders in eine Ebene zu 
finden. Es sei ein Polyeder 2 gegeben, und wir denken uns seine 
Oberfläche längs einer geeigneten Zahl von kanten aufgeschnitten 
und dann die Flächen um die übrigen noch gebliebenen Kanten ge- 
dreht, HO daß schließlich alle Fachen in dieselbe Ebene ausgebreitet 
sind: dann erhalten wir das Netz des Polyeders oder die Abwicke- 
lung der Oberfläche in eine Ebene. Diese Äbwitkelung bildet immer 
eine einfach zusammenhängende Fläche (vgl. S. 17) bestehend aus 
einer bestimmten Zahl ebener Polygone, von denen jedes eine Seite 
mit dem benachbarten gemeinsam hat.') 




Ist das betrachtete Polyeder regulär und konvex, so besteht die 
Abwickelung aus einer gewissen Zahl regelmäßiger Vielecke mit der 
Seite (. So hat man beim Tetraeder 3 von einer Ecke ausgehende 
Kanten aufzusehneiden und die Flachen in die von den 3 anderen 

1) Diese Operation hat hesondere praktische Bedeutung, und offenbar ist sie 
ein ßest der TOrwiBsenschaftlichen Periode, wodurch die darBtcllende Geometrie 
hindurch gegangen iat. Sie ist notwendig, wenn man z. B. graphisch die Ober- 
fläche eines Polyeders b 
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gebildete Ebene niederzulegen, wir erhalten dann die Fig. 27. Beim 
Würfel sind 7 Kanten aufzuschneiden, 4 Seitenkajiten und je 3 in 
der Grund- bzw. Deckfläche, wir erhalten die Fig. 28, wo I die Grund- 
fläche, VI die Deck- 
fläche war. Beim 
Oktaeder sind ö 
Kanten aufzuschnei- 
den, Fig. 29, beim 
Ikosaeder 11, beim 
Dodekaeder 10 
Kanten: wir erhalten 
8o die Figuren 30 und 
31. — Statt in der 
letzteren Figur die 
einzelnen Fünfecke 

mühsam zu zeichnen, kann man gleich jede Hälfte des Netzes durch 
bloßes Ziehen YOn Diagonalen in einem regelmäßigen Zehnecke erhal- 
ten, wie aus der Figur leicht zu erkennen ist. Es genügt sogar ein 
einziges Zehneck, um daraus mit alleiniger 
Hilfe des Lineals das ganze Netz des Do- 
dekaeders zu erbalten, indem gewisse Grup- 
pen vonPunkten immer in geraden, einander 

parallelen Linien lie- / ^^ /^"^v y^ \ 

gen, Tgl. die Fig. 31,') ' ^^ \/ 

Ist das abzu- 
wickelnde Polyeder 
eine Pyramide, 
kann man die samt- f 
liehen Seitenkanten 
aufschneiden und 
dann die Seitenflä- 
chen in die Ebene der 
Grundfläche niederle- 
gen, oder man schnei- 
det sämtliche Grund- 
kanten auf bis auf eine, und eine Seitenkante. Handelt es sich um 
ein Prisma, so schneidet man eben so die Grund- und Deckflächen- 
kanten bis auf eine auf und eine Sfiitenkante, dann bleibt der Mantel 
zusammenhängend; ist das Prisma nicht gerade, so legt man zweck- 
mäßig einen Norraalsehnitt durch die Seitenkanten. Wie man in be- 
sonderen Fällen die nötigen Konstruktionen auszuführen bat, wird aus 
den nachfolgenden Beispielen hervorgehen. 




1) Anni. dei Übersetzern, 
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168. Eine Pyramide sei durck ihre Spitze V^(F", V") die 
Ebene i = [/j, y ihrer Grundfläche ABC . . . und durch deren erste 
Projektion A'B'C . . . bestimmt (s. Fig. 32): daraus ihre Äbwicke- 
hing in eine Ebene zu zeichnen. Zu diesem Zwecke legen wir die 
Ebene t in die Grundrißebene um, und dann die Seitenflächen in 
diese neue Ebene der Grundfläche. Zunächst fällen wir Ton V auf 
die Ebene t das Lot h und bestimmen seinen Fußpunkt H (vgl. Nr. 31); 
die Länge dieses Lotes ist die Hypotenuse eines Dreiecks L V H', 
dessen eine Kathete VH', 
dessen andere die Differenz 
V" M der ersten Koten der 
Punkte V und II ist. Legen 
wir nun t in die 7t, um, so 
läßt sich die ümlegung (H) 
¥on H leicht finden. Die Um- 
legung (Ä)(B)(C) ... der 
Grundfläche ist alsdana die 
der Figur A'B'C'... ent- 
sprechende in der Affinität, 
deren Aclise t^ ist, und bei 
der (-H) und H' zwei ent- 
sprechende Punkte sind (vgl. 
Nr. ;36); also läßt sich diese 
Umlegung bald finden, 

Stellen wir uns jetzt vor, 
daß an der genannten Um- 
legung die ganze Pyramide 
teilnehme, so erhält die Spitze 
V eine neue Lage V (vg. die 
Anm. in Nr. 3tS), deren Pro- 
jektion oifenbar der Punkt (S") 
ist, und sem Abstand von it^ ist die vorhin ermittelte Höhe h der 
Pyramide Fallen wir nun noch das Lot (ff)P auf (A)(B), so ent- 
s teht das bei iH) i eehtwinklige Dreieck V{II)P mit der Kathete 
¥(11) •= h, das wir also in seiner Umlegung P(ff)(K)* leicht zeichnen 
können Wird jetzt die Pyraraidcnfldehe V{A)(Ii) in die Grundriß- 
ebene herauigelegt, sO kommt V in eine Lage {V\ auf [TI)P, und 
zwar derart daß P{r%^P(ry -= PiT) wird. (F)^ kann also leicht 
gefunden werden, und damit die ümlegung der einen Pyramidenfläche. 
Legen wir jetzt die zweite Fläche V(B)(C) um, so kommt V in eine 
Lage (y\ auf dem von (H) auf (C)(A') gefällten Lote {H)Q, und 
zwar läßt sich die Entfernung Q{V\ analog wie oben aus einem 
rechtwinkligen Dreieck Q(H)(y)** bestimmen, dessen eine Kathete 
wieder h ist. Man kann aber (F)^ auch finden, wenn man mit 
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(S){r\ um (B) einen Kreis besehreibt, denn B(V\ und iB)(V\ sind 
ja die Umlegungen derselben Kante. Ähnlich findet man die Um- 
legungen der übrigen Flächen nach der einen oder anderen Weise, 
die sich gegenseitig kontrollieren. Die Gleichheit der letzten Um- 
legung mit der ersten liefert eine gute Kontrolle für die Genauigkeit 
der Zeichnung. — Aus dieser Konstmktion ergibt sich auch die Lösung 
der analogen Aufgabe für ein beliebiges Polyeder, da raau ja ein solches 
in Pyramiden zerlegen kann. 

Zur Übung: Dieselbe Aufgabe in der gleichen Weise zu lösen, wenn die 
Data in Zentralprojektion gegeben sind. 

In ganz analoger Weise Tollzielit sieb die Abwickelung eines 
Prismas, das durch die Ebene T:=[ij,<ä] seiner G-rundfiäche, die erste 
Projektion derselben A'SC . . . und die beiden Projektionen L', L" 
einer Ecke der Deckflaehe LMN . . ., die der Ecke A. der Grund- 
fläche entspricht, bestimmt ist.^) Man bestimme aunäehst den FuB- 
punkt B. und die Länge /* des von L auf t gefällten Lotes, lege 
dann x in die jt^ um, und bestimme die Ümlegungen von M, und 

ABO Nimmt nun auch das ganze Prisma an dieser TJm- 

legung teil, so erhält die Deckfläche eine neue Lage LMN .... 
Wird jetzt das reottwinklige Dreieck Z(H){A') in die ii, umgelegt, 
so kommt L auf der in (H) zur (If){A) errichteteu Senkrechten in 
dem Abstände h, wodurch (L) leicht gefunden ist. Wird jetzt die 
Fläche {A){B)ML in die jt^ umgelegt, so kommt L auf dem von (H) 
auf (A)(B) gefällten Lote zu liegen, derart daß {A){L\ ^ (A){L) 
wird, also ist seine neue Lage (L)^ bald gefunden. (-M')j ist dann 
die vierte Ecke des Parallelogramms, das (A){B) und (A){L) als auf- 
einanderfolgende Seiten hat. — Die Fläche (li)(C)LM gibt in der 
Umlegung ebenfalls ein Parallelogramm, dessen Höhe ebenso wie vor- 
hin bestimmt wird, und dessen eine Seite (B)(M\ = (B)(M)i^ wird. 
In ähnlicher Weise flndet man der Reibe nach die ümlegungen aller 
Seitenflächen, Fügt man nun ein der Grundfläche kongruentes Viel- 
eck hinzu, so ist das Netz des Prismas vollständig. 

Zur Übung: Dieselbe Aufgabe in entsprechender Weise zu löseo, wenn 
die Data in Zentralprojektion gegeben sind. 

Anmerkung. Die obigen Konstruktionen erfahren bemerkens- 
werte Vereinfachungen, wenn, wie üblich, die Grundfläche in einer der 
Projektionsebenen, oder bei der Zentralprojektion in der Bildebene liegt. 

169. Aufgabe IL Den Schnitt eines Polyeders mit einer Ebene 
zn bestimmen. 

Unter dem Schnitt eines Polyeders 31 mit einer Ebene a versteht 
man ein Polygon, dessen Ecken die Schnittpunkte von ff mit den 
Kanten von Q,, und dessen Seiteu die Schnittlinien von a mit den 

1) Die Figur möge sich der Leser selbst entwerfen. 
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Flächen von 2 sind; natürlich gelten als Ecken nur jene Punkte, die 
auf den Kanten selber, nicht deren Verlängerungen liegen, und als 
Seiten nur diejenigen Teile der Schnittlinie, die innerhalb der Flächen 
selbst liegen. Eben darin beruht die Schwierigkeit der Anfgabe, die 
ja andernfalls nichts anderes wäre als eine wiederholte Anwendung 
zweier Fundamentalanf gaben der Lage (vgl. Nr. 21). Da nnn ein 
Polygon sowohl durch seine Ecken, als auch durch seine Seiten be- 
stimmt werden kann, so kann man mit der Konstruktion dieser oder 
jener bei dem gesuchten Polygon beginnen; in beiden FäUen wird es 
aber notwendig sein, die Reihenfolge der aufgefundenen Elemente 
festzustellen, und dazu mögen die folgenden Bemerkungen dienen. 

a) Man bezeichne mit 1, 2, 3.., die Fachen des gegebenen 
Polyeders, und im allgemeinen mit (ih) die Kante, in der sich die 
Flächen * und k schneiden, und mit [ifc] den Punkt, in welchem die 
begrenzte Kante (ik) die Ebene tJ trifft, falls dies überhaupt eintritt. 
Alsdann stelle man zweckmäßig eine Tabelle derjenigen symbolisch 
bezeichneten Kanten, sowie auch eine derjenigen Punkte auf, in denen 
die begrenzten Kanten (die Strecken) die Ebene CT schneiden. Man 
nehme nun beliebig einen heraus [iJi\ und suche in der Tabelle einen 
Punkt, der mit ihm das eine Symbol i oder das andere k gemeinsam 
hat Es werden sich im allgemeinen zwei solche finden, von denen 
man nach Belieben einen wählt, etwa [il]. Die die beiden Punkte 
\ili\, [il] verbindende Strecke ist dann offenbar eine Seite des gesuchten 
Polygons. Nun verfahre man ebenso mit [il] und erhält so jene /.weite 
Seite des Polygons, die den Punkt [ü] enthält. Fährt man so fort, ao 
gelangt man schließlich wieder an den Ausgan^punkt [ik] zurück. 
Werden auf diese Weise aUe Punkte der Tabelle erschöpit, so ist die 
Anfgabe gelöst; wenn nicht, so greife man einen der übrig gebliebenen 
Punkte heraus und verfahre damit in der gleichen Weise, bis kein 
Punkt der Tabelle übrig bleibt. Das oder die so gefundenen Polygone 
bilden den gesuchten Schnitt. 

1)) In dem Falle, daß man mit der Konstruktion der Seiten des 
Schnittpolygons beginnen will, bezeichne man mit [^] die Strecke, 
in welcher die Fläche i von 2 die Ebene a schneidet und bilde sich 
eine Tabelle der entstehenden Symbole. Man nehme nun beliebig das 
Element [i] und suche in der Tabelle ein anderes Element [Ä] der- 
artig, daß die Flächen i und Je eine Kante von £E gemeinsam haben 
(durch Vergleich mit der sub a) gefertigten Tabelle). Man wird zwei 
solche finden, und man nehme beliebig eins davon, etwa [k] und ver- 
fahre damit wie vorhin mit [t], man erhält dann außer [i] noch eine 
andere Seite, etwa [(] des gesuchten Polygons usw. Schließlich wird 
man zur anfänghchen Seite zuiückkommen. Werden dadurch alle 
Elemente der Tabelle erschöpft, so ist die Aufgabe vollständig gelost; 
andernfalls hat man das Verfahren von neuem mit einem der übrig- 
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] Elemente zu beginnen und bo fortKufahren, bis alle Ele- 
mente der Tabelle erschöpft sind. 

170. Es mögen zuerst einige FäUe angeführt werden, in denen 
die besprochene Aufgabe eine ziemlich einfache Lösung liefert. Ala 
Beispiel nehmen wir ein gerades Prisma mit der auf der Grundriß- 
ebene liegenden Grundfläche ABO , . . der dazn parallelen Deckflächo 
A^B^G^..., das von emer beliebigen Ebene t ^\tj^ geschnitten wird. 
In diesem Falle lat lediglich der Aufriß der Schnittfläche LMN . . . 




zu suchen, da dei Grundriß ganz oder teilweise mit ABCD . . zu- 
sammenfällt Es können hier nun folgende i ille eintieten 

1. Die Ebene r tiiflt weder eme dei Seitenkmten iA^, BBi, . . . 
noch auch eine der Gruudkanten AB, . . ., Ä^B^, . . .; dann hat sie 
auch keinen Schnitt mit dem Prisma. 

2. T trifft keine der Seitenkanten, wohl aber zwei Grundtanten. 
Dann trifft sie auch zwei Kanten der Deckfläche, und der Schnitt ist 
ein Trapez, von dem zwei Seiten auf den Seitenflächen, zwei auf den 
Grundflächen liegen (Fig. 3iä a), 

3. T schneidet nur eine Seitenkante; dann trifft sie auch nur zwei 
Kanti^n der Grundfläche (oder der Deckfiäche), und die Schnittfigur 
ist ein Dreieck (Fig. 33 b). 



Hosted by 



Google 



46 



I. Buch, Körperliche Ecken und Polyeder. 



4. T schneidet nur zwei Seitenkanten; dann trifft sie anßerdem 
noch zwei Kanten einer der beiden Grundflächen, und der Schnitt ist 
ein Viereck (Fig. 33c). 

5. r schneidet nur drei Seiten k an ten ; dann schneidet sie, falls 
die Zahl der Seitenkanten n größer iila 3 ist, noch zwei Kanten der 
Grund- (oder Deekfläche), und der Schnitt ist ein Fünfeck (Fig. 33 d). 
Allgemein: Schneidet sie It Seitentanten (Ä; < h), so wird die Schnitt- 
figur ein (Ji + 2)-Eek. 

6. Schneidet r alle Seitenkanten, dann trifft sie keine der Grund- 
kanten, und der Schnitt ist ein «-Eck (Fig. 33 e), dessen Ecken dieselbe 
Reihenfolge haben, wie ihre Projektionen, die Ecken der Grundfläche. 

Zur tlbuug führe man dasaelhe Verfahren an einem Prismenstiunpf aus, 
dessen Grundfläche in der Grundrißebene liegt. 

Ein anderer ziemlich allgemeiner Fall, in dem die Aufgabe sich 
leicht lösen läßt, ist der, daß die achneidende Ebene eine Projektions- 
ebene ist. Haben wir ?.. B. das Polyeder ABGB . . . dargestellt in 
Orthogonalprojektioii, und ist die schneidende Ebene x^\t^,t^ senk- 
recht zur Grundrißebene, so fällt die erste Projektion der Schnittfigur 
in eine Strecke, indem die Projektionen ihrer Ecken P' Q', M', S' . . ., 
die Schnitte der Kantenprojektionen mit t^ sind (vgl. Fig. 34); alsdann 
ist der Aufriß leicht zu finden. FQ liegt in der Fläche ABC, QB m 

AO.D, RS in 
BGB usw., wo- 
raus die richtige 
Verbindung der 
gefundenen Punk- 
te sich ergibt. 

Ähnlich hat 
man zu verfahren, 
wenn die schnei- 
dende Ebene senk- 
recht zur Anfriß- 
ebene steht (vgL 
das Beispiel der 
Fig. 35). 

Wendet man Zentralprojektion an ui d will z. B. den Schnitt 
eines Tetraeders ABCB — die Ecken se en als A s {TaIa', A') . . . 
bestimmt — mit einer projiziere den Ebene ff deren Spurlinie ( sei, 
bestimmen, so hat man nur zu unters cl en welche von den Strecken 
A'B', BC, C'B', B'A', A'C, C 1 de Gerade t schneiden. Sind 
dies z.B. die Strecken A'B', A'C, AB und sind X/, Xj', XI die 
Schnittpunkte, so ist das Dreieck X^XjX^ der gesuchte Schnitt, 
dessen Gestalt und Größe man durch Ümlegung von 6 in die Bild- 
ebene finden kann. 
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171. Der Vorteil, den projizierende Ebenen bieten, und dessen 
wir uns im Vorigen bedient haben, hat nocb eine größere Bedeutung, 
wie aus dem Folgenden sich ergeben wird: sie können nämtieb dazu 
dienen, den Schnitt eines beliebigen Poly- 
eders P mit einer ganz beliebigen Ebene 
zu finden, und zwar auf folgende Weise. 



die Monge- 




a) In dem Falle, daß ^ 
sehe Methode benutzen, sei 
T^[i,,(2] die schneidende 
Ebene, die nicht durch die 
Achse gehe, jr, und %^ wie 
gewöhnlich die Bildebenen. 
An Stelle der vertikalen 
Ebene ti^ nehmen wir eine 
andere jt^ , die sowohl senk- 
recht zu Jtg, als auch zu x 
ist; hierzu brauchen wir 
nur als Achse eine Gerade 
äjj zu nehmen, die senk- 
recht zu t^ lauft und im 
übrigen beliebig ist. Da 
nunmehr t senkreckt zu jtj 
ist, so ist in dem neuen 
System t eine projizierende Ebene Wir suchen nun die neue Vertikal- 
projektion ST^ des Polyedeis auf, ebenso die veitikile Spurhnie t von r 
damit haben wir die Mittel 
in dem neuenBezugssvstem 
die gestellte Aufgabe zu 
lösen. Kehren wir dann zu 
dem ursprünglichen System 
zurück, so ist die eigent 
liehe Aufgabe selbst gelost 
In der Fig. 36 ist die Kon 
struktion ausgeführt und 
zwar für eine Pyramide 
mit der Spitze F^fr Y ) 
und einer horizontalen 
Grundfläche ABCD — 
Man beachte, daß dei 
Grundgedanke dieser Lo 
sungkeinewesentliche\ er 
änderung erfährt, wenn die schneidende Ebene t parallel zui Achse 
oder insbesondere duith diese geht (und dahet duich einen ihrer 
Punkte K^ {E!,K") beatimmt wird), in die'iem FaUe benutzt min die 
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Seitenrißebene Xg, zeichnet den Seitenriß des Polyeders und die dritte 
Spurlinie t^ von i. Man hat dann sofort die dritte Projektion der 
Schnittfläche und kann daraus leicht die beiden anderen konstruieren. 
In Fig. 37 ist die Konstruktion für ein reguläres Oktaeder, das mit 
einer Seitenfläche in der st, liegt, ausgeführt. 

Die Zurückführung des Falles, daß die schneidende Ebene be- 
liebig ist, auf den, daß sie eine projizierende Ebene wird, läßt sich 
außer durch Verlegung der Bildebenen, auch durch Rotation um eine 
vertikale (oder horizotale) Achse r bewirken. Gibt man nämlich dem 
Drehungswinkel eine geeignete Größe, so läßt sich die Ebene t~[*i,^] 
„. immer in eine derartige Lage 
•t* ^ [(j*, (g*] bringen, daß t,* 
senkrecht zu «jj wird. Nimmt 
man nun bei dieser Rotation 
iß' das Polyeder mit in die neue 
Lage A*ll*0*... (vgl. 
Nr, 45), dann werden 
die Ecken P, Q, B,. .. 
der Schnittfigur bei der 
neuen Lage im Aufriß 
sieh in die Punkte pro- 
jizieren, in denen i^* die ent- 
sprechenden Kantenprojektio- 
nen schneidet; die durch diese 
Punkte zur Achse gezogenen 
Parallelen liefern P", Q" . . ., 
die zugehörigen Ordinaten P', 
Q' . .. In der Fig. 38 ist die 
Konstruktion auf ein beliebiges Tetraeder angewandt. — Zur Verein- 
fachung der Konstruktion konnte man die Rotationsachse durch eine 
(oder zwei) Ecken des Polyeders gehen lassen; im allgemeinen wird 
jedoch diese Konstruktion komplizierter sein, als das vorige Verfahren, 
denn während es dort genügte ^" zu zeichnen, muß man hier sowohl 
2.*' als auch 2*" herstellen. 

b) Benutzen wir aber die Methode der Zentralprojektion, und ist 
T ^ [ti'~\ die sehneidende Ebene, so ersetzen wir (vgl. Nr. 84) das 
ursprüngliche Projektionszentrum C durch den Punkt K, in dem t 
von der Distanzlinie CCq geschnitten wird. Dadurch wird t in eine 
projizierende Ebene vei-wandelt. Ist nun die neue Darstellung des 
Polyeders 2 gefunden, so wird man leicht erkennen, welche Kanten 
von S, durch t getroffen werden, und daraus den Schnitt herstellen 
können. Kehrt man dann zu dem ursprünglichen System zurück, so 
erhält man das gewünschte Resultat. In der Fig. 39 ist das Ver- 
fahren auf den einfachsten Fall angewendet, nämlich den einer Pyra- 
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mide, deren Grundfläche ASC . . . io der Bildebene liegt. Die aus- 
geführten Operationen sind: 1. die Bestimmung des neuen Distanz- 
kreiaes; 2. Aufsuchung der neuen Darstellung V der Spitze V; 
3. Bestimmung der Pyramidenkanten, die von der Geraden t getroffen 
werden, in den Punkten X', Y', Z', die die Projektionen der Schnitt- 
punkte vom neuen Projektions Zentrum aus sind; 4. wird C^ mit 
X; Y , Z verbunden und gibt auf TA X', auf F'B Y' . . . usw. 
Es wäre allenfalls noch zu untersuchen, ob und wo das Vieleck ABC . . . 
von t geschnitten wird. 

Dies Verfahren wird unbrauchbar, wenn die gegebene Ebene 
parallel zur Bildebene ist. Um nun ein anderes zu finden, beachten 
wir folgendes: Wenn i mit der vorder« 
ParaUelebeae zusammenfiele, so würden sie 
die Ecken des Sehnittpoljgons alle ins Ui 
endliche projizieren, daher 
werden sich solche Ecken 
nur auf denjenigen Kanten 
AB des Polygons vorfin- 
den, deren Endpunkte auf 
verschiedenen Seiten der 
vorderen Parallelebene lie- 
gen, also auf solchen Kan- 
ten AB, deren Projektionen 
A'B' in Pse «dos trecken 
übergehen (vgl. Bd. I, Nr. 
60), daher sind die Ecken 
des Schnittpolygons die un- 
endlich fernen Punkte der 
Geraden, die diejenigen Kanten des Polyeders enthalten, die sich in 
Pse udo strecken projizieren; ihre Reihenfolge wird sich nach Nr. 169 
bestimmen lassen. Werden nun diese Ecken auf die Bildebene gelotet, 
so bekommt man eine dem Schnitipolygon identische Figur. Ist nun 
die schneidende Ebene r verschieden von der vorderen ParaUelebene, 
aber eine zur Bildebene parallele Ebene r=.[TI', J.'], so läßt sie sich 
auf einen Spezialfall zurückführen. Man hat nur als neues Projek- 
tiouBzentrum den Punkt zu wählen, in welchem r von der im Haupt- 
punkte Co auf der Bildebene errichteten Senkrechten getroffen wird. 
Der Radius des neuen Di stanz kreise s ist dann gleich dem absoluten Werte 
der Kote des Punktes A. Mart suche nun die Darstellung des Polyeders 
in bezug auf das neue System und diejenigen Kanten, die sich in Pseudo- 
strecken projizieren: jeder solchen entspricht eine Ecke des Schnittes. 

c) Will man dieselbe Aufgabe nach der Methode der kotierten 
Ebenen lösen, so kommen von den früheren ganz verschiedene Ge- 
danken ^nge zur Anwendung. 
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T soll zunächst nicht parallel zur Bildebene sein. Betrachten wir 
nun zwei aufeinanderfoigende Ecken des Polyeders, A^{Ä', a) und 
B ^ {B', h), so sind A' und B' zugleich die Projektionen zweier Punkte 
Äf, und Bf^ von r, dereu Koten % und fc,, sich nach dem Verfahren 
in Nr. 96 bestimmen lassen. Liegt nun eine Ecke X der gesuchten 
Schnittfigur auf AB, so müssen offenbar dJe Strecken AB und A^^Bf, 
einen Punkt gemeinsam haben, und dies erfordert, daß die Strecken 
AA^ und BB^ entgegengesetzten Sinn haben; es müssen also die Dif- 
ferenzen a — a^ und h~\ entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Nehmen wir dies an, so ist 



also ist X.', die Projektion des Punktes 
X, jener Punkt der Strecke AS', der 
sie im Verhältnis (« — a^ : {b — 6q) teilt. 
Um dies nun auf einen konkreten Fall an- 
zuwenden, betrachten wir das dreiseitige 
Prisma mit den Ecken A ^ (A\ IO.60), 
B = (B', 11.00). (7 = (C', 13.50); Ps 
(F, 17.00), Q = {Q', 17.50); B = 
(TT, 20.00), und wollen seinen Schnitt 
mit der in Fig. 40 durch ihre Neigungs- 
skala dargestellten Ebene ermitteln. Die 
Koten der Punkte A^, B^, . . . B,^, in 
denen die Ebene von den in J.', JB', . . . R' 
errichteten Senkrechten getroffen wer- 
12, V2.li,, 14, 16.60, 17.25, 18.50. Bezeichnen 
, die der gegebenen Punkte mit a,h...r, 




den, ergeben sich dann s 
wir diese mit %, 6^ , . 
so wird 

a — «n ^ ~ l'^"] 



b-\ 1.75, 



- - 0,50, 



~P^- 



- 0.50, 



)•„ = 1.50, 



woraus hervorgeht, daß die Seitenkanten AF, BQl, CR alle von der 
Ebene getroffen werden. Es wird nun 

<i-a „ _ _ 3 6^, _ __ -j c-_c, _ _ 1 

P - Po ' ' i-% ' r — r, 3 ' 

und daraus lassen sich dann die Projektionen X', Y', Z' der Schnitt- 
punkte X, Y, Z elementar auffinden. 

Ist aber die Ebene r parallel der Bildebene, und 5 die gemein- 
same Kote ihrer Punkte, so kann sie die Kante AB nur dann treffen, 
wenn die Differenzen « — 5 und b ~ <[ verschiedenes Vorzeichen haben, 
trifft dies zu, so Kßt sich der Schnittpunkt sogleich finden als Punkt 
der Kante AB mit der Kote q. 
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Ist endlich t zur Bildebene senkrecht, und somit durch ihre Spur 
gegeben, so eraieht man sogleich aus der Figur, welche Polyeder- 
kanten getroffen werden, und hat alsbald die Darstellung der Schnitt- 
punkte; in welcher Weise sie aufeinander folgen, findet man durch 
Anwendung der Bemerkungen in Nr. 169. Will man noch die Gestalt 
der Schnittfigur selbst haben (eine Gestalt, die man aus der Figur di- 
rekt nicht ersehen kann), so hat man noch die Ebene t in die Bild- 
ebene umzulegen. 

Zur Übung: I. Schneide einen Würfel durch eine beliebige Kbene, wickele 
ihn ab und trage auch die Schnittkanten in die Abwickelung ein. II. Sehneide 
das in Nr. 164 dargestellte reg. Dode]ita,eder mit eiuer beliebigen durch den 
Mittelpunkt gellenden Ebene. 

172. Der Fall, daß das zu schneidende Polyeder eine Pyramide 
oder ein Prisma darstellt, ist so häufig, daß es nicht überfiüsaig sein 
dürfte, einige diesbezügliche Bemerkungen beizufügen. Handelt es 
sich um eine Pyramide mit der Spitze V und der Grundfläche U, die 
in einer Ebene ^ liegen möge, und es soU der Schnitt H mit einer 
Ebene e bestimmt werden, so wollen wir zunächst annehmen, daß ß 
alle Seitenkanten der Pyramide treffe. Dann sind JT und 2^ pej^pektive 
Figuren in bezug auf V als Zentrum. Projizieren wir sie daher voa 
einem beliebigen Punkte auf eine beliebige Ebene, so sind (Nr. 159) 
die entsprechenden Figuren W und £' homologisch in bezug auf V 
als Zentrum und der Projektion der Geraden xß als Achse. Ist da^ 
her nur eine Ecke von -£' konstruiert, so lassen sich die übrigen 
nach dem Verfahren, das uns die projektive Geometrie lehrt, finden. — 
Schneidet aber 6 die Grundfläche der Pyramide, so entspricht nur ein 
Teil von II' der Schnittfigur J^' in der angegebenen Homologie, die 
dann durch eine Strecke innerhalb des ganzen Polygons S' zu er- 
gänzen ist. — Wir überlassen es dem Leser diesen Hinweis zu ver- 
Tollsfändigen, sowohl für die Verwendung der Orthogonal- als auch 
der Zentral Projektion. 

Ähnliche Überlegungen können angewandt werden, wenn das zu 
sehneidende Polyeder ein Prisma ist. Die verschiedenen Fälle, die dann 
möglich sind, haben wir schon in Nr. 170 besprochen. 

Die obigen Bemerkungen finden teilweise Anwendung bei der 
folgenden Aufgabe, die wir hier behandeln als Beispiel eines Falles, daß 
die schneidende Ebene nicht durch ihre Spuren bestimmt ist, nämüeh: 

Eine Pyramide mit der Spitze V=iV',r") und der in ^i lie- 
genden Gmndflache ABCDEF soll durch eine Ebenem geschnitten 
werden, die die Seitenkanten VA, VC, VE in den gegebenen Ab- 
ständen a, c, e von der Spitze trifft (s. Fig. 41). 

Auflösung: Man betrachte das Dreieck ACE als Basis einer 
Hilfspyramide mit der Spitze 7, und lege ihre beiden Seitenflächen 
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VäO und VAE in die Grundrißebene n^ um. Zufo^e der ersten 
Umlegung gelangt V in einen Punkt (V) dea von V auf ÄC ge- 
fällten Lotes V'S in einem Abstände von H gleich der Hypotenuse 
J3 K eiaea reehtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten V H und V'K, 
die vertikale Kote von V, sind. Zufolge der zweiten Umlegung aber 
kommt V in einen Punkt (F)* des von V auf AE gefällten Lotes, 
derart daß .il(F^*= X(F'). Somit lassen sich die Umlegungen der 
Dreiecke leicht zeichnen. Nun tragen wir auf {V)A und (V)*A die 
Strecken (F)(P) und {V)*(P)* ^ a ab und auf (V)C und (F)*E, 




die Strecken {V){R) = c und (F)*(3') - e ab. Die von (E) auf AC 
und von (T) auf jlE gefällten Lote schneiden VC und F'E in den 
Projektionen R' und 2" von K und T, dagegen die von (P) und (P)* 
auf dieselben Geraden gefällten Lote sehneiden sicli in P' auf der 
Geraden VA. Nun sind die Geraden (P)(-B) und {P)*{T) offenbar 
die Umlegungen derjenigen Geraden, in denen die gesuchte Ebene, 
die Ebenen VAC und VAE schneidet. Nun liegen aber die Geraden 
PR und AC in derselben Ebene, also gehört deinen Schnittpunkt M, 
durch den auch die Umlegung (P)(R) gehen muß, der horizontalen 
Spurlinie der Sehnittebene an. Gleichermaßen wird auch der Schnitt- 
punkt N der Geraden AE und (P)*(2') dieser Spur angehören, es ist 
also MN^t^. Nun entsprechen sich, gemäß der früheren Bemerkung 
die Punkte ABCD... und P'Q'R'S' ... in einer Homologie mit dem 
Zentrum V, der Achse t^\ A,P'; G,R'; E,T' sind drei Paare ent- 
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sprSeiiender Punkte, und somit ist die Homologie mehr als hinreichend 
hestimmt. Daraus kann nnn die erste Projektion des gesuchten Po- 
lygons vervollständigt werden. 

Nämlich: der Schnitt von AB mit ^ sei 1, dann schneidet IP', 
VB in ^; zur Kontrolle diene, daß Q'R' und BC sich in einem 
Punkte 2 von ti treffen müssen. Jetzt bestimmen wir den Punkt 3, 
in welchem CD t^ trifft; dann schneidet 3Ü die VD in S'; zur Kon- 
trolle diene, daß DE und S'T' sich in einem Punkte 4 von t^ treffen 
müssen. So kann man fortfahren um die übrigen Ecken zu finden. 
Jedoch gelten nur solche Punkte als Ecken der Sehnittfigur, die 
innerhalb der Strecken VA, VB . . . liegen; wenn das nicht eintritt, 
so ist das Polygon durch die Strecke der Geraden t^ zu schließen, 
die innerhalb des Polygons ABC liegt Die zugehöiige Vertikal- 
projektion ist nun leicht zu finden 

Allgemeine Bemeikung I'^t die Darstellung des Schmttes emes 
Polvedeis iC mit einer Ebene ö gefunden, so kann man Umlegung 
von ö den Schnitt in '.einer wahren Gestalt und bioße finden und 
durch Abwickelung des Poheders den "Verlauf der bchnitthnien auf 
den einzelnen Fliehen 

7ur Übung I Em behel igea letraeder durch eine Ebene zu sohÄPiden, 
die duich einen gegebenen Punkt geht derart daß djo ^ehnittflgur em Parallelo- 
gramm wird (Die Eiene rouS parallel zu awei gegenüberliegenden Kanten 
werden ) II Dieaelbn Aufgabe m Zentralprojet tion zu losen III Eine Pyra- 
mide mit trapezfSrmigei Grundiiche durch eine f 
Ebene so v^x schneiden daß ein Parallelogramm 
als bchnitt entsteht 

Mi Aufgabe KI Den Schnitt emn 
flepaden tf mit einem beliebigen Pohedei 
2 7n finden 

Äuflo&ung Wu legen duich g eine 
beliebige Ebene C und bestimmen deren 
Schnitt 2 mit S die gesuchten DuithstoB 
punkte sind dann die, m denen q den Um - 
fang von 2 «fühneidet Den Umstand daß 
G beliebig ist, kann man zur \ eremfachuug 
der Konstruktion benutzen Im allgemeinen 
d h wenn keine unsehrankenden Vorau'. 
Setzungen ubei die Gestalt und Lage dd 
Polyedi-rs gemaiht werden, wnd es zweck 
maßig stm für a die g proiizierende Ebene . 
zu nehmen, wenn man die Orthogonal 
Projektion benutzt, hat man die Wahl ^'^ 

zwischen zwei (bzw. drei) die g projizierende Ebenen. So ist in 
Fig. 42 der Schnitt der Geraden g = ((?', /') mit einem in Orthogonal- 
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Projektion dargestellten Oktaeder bestimmt, indem die g auf die Grund- 
rißebene projizierende Ebene benutzt wurde. Ihre Schnittpunkte mit 
den Kanten sind mit 1, 2, b, 4 bezeichnet. 

Sollte die aehneidende Gerade senkrecht zur Achse sein (also durch 
zwei ihrer Punkte bestimmt), so suche man sowohl von der Geraden, 
als auch vom Polyeder den Seitenriß; man erliält dann die gesuchten 
Punkte, wenn man mit der zweiten und dritten Projektion ebenso ver- 
fährt, wie vorhin mit der ersten und zweiten. 

Wendet man die Methode der kotierten Ebenen an, so kann 
man ähnlich verfahren. Um dies an einem Beispiele zu zeigen, nehmen 
wir ein dreiseitiges Prisma mit den Ecken ^ = (J.', 6..50), B={B', 3.o), 
C^{C', 4); L = {L', 9.50), M^iM', 6.0), N^{N', 7.o) und woUea 

die Schnittpunkte 
mit derdurchihre 
Projektion / und 
die Neigungsakala 
gegebenen Gera- 
. den g bestimmen 
6 (s. die Fig. 4!i)- 
Zu diesem 
Zwecke schneiden 
wir das Prisma mit 
einer durch / ge- 
henden, zur Bild- 
ebene senkrechten 
Hilfsebene. Wir 
finden dann, wenn 
wir auch auf den 




Kanten die Nei- 
gungsskala auftragen, als Schnitt das Viereck mit den Ecken P^ (P", 6.o), 
Q = (q, 8.2), R = {ß!, 4.4), S = (S', 3.3), liegend auf den Kanten GN, 
ÄL, AB, JBC. Nun legen wir die Hilfsebene in die Bildebene um, 
und erhalten dann — da ja die Maßeinheit auch gegeben sein muß — 
die Umlegung P*Q*R*S* des Vierecks und der Geraden. Die Punkte 
X* Y*, in denen die Gerade g* das Viereck schneidet, sind dann die 
Umlegungen der gesuchten Punkte; die von ihnen auf ^' gefällten Lote 
liefern die Projektionen X', Y' dieser Punkte, deren Koten sich auf 
der Neigungsskala von g ablesen lassen. 

AVie sich die Konstruktion ändert, wenn g parallel oder senk- 
recht zur Bildebene ist, möge der Leser selber ausfinden. 

SoE endlich die Aufgabe in Zentralprojektion gelöst werden, 
so müssen wieder andere Ideen benutzt werden; eine wäre folgende. 
Ginge g durch das Projektionszentmm , so würden alle ihre Punkte, 
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insbesondere aucli die Durclistoßpunkte mit der Polyederfläche mit 
ihrem Spurpunkte T und dem Fluchtpunkte I' zusammenfallen. Die 
Projektionen der gesuchten Punkte müasen nun innerhalb der Pro- 
jektionen der Poljederiiächen liegen; es ist also das Netz der Poly- 
gone und Pseudopolygone zu untersuohen, die die Projektionen der 
Polyederfläehen bilden, und zu sehen, welche von ihnen den Punkt 
2'=/' enthalten; jede solche liefert einen der Durch stoßpunkte, der 
dann völlig bestimmt ist, da man seine Projektion kennt, und eine 
ihn enthaltende Ebene. Nun läßt sich diese besondere L^e durch 
eine einfache Verlegung des Projektionszentrums herbeiführen: man 
nehme nämlich als solches einen beliebigen Punkt der Geraden (W). 
Unter den verschiedenen möglichen Wahlen, ist die zweckmäßigste, 
den Punkt K zu nehmen, in dem TI' die Vers ehwin dungsebene trifft. 
Der neue Hauptpunkt Kq ist dann die vierte Ecke des Parallelogramms 
J'CTKg (e. Bd. I, S. 138); die neue Distanz ist gleich der alten. Die 
Verlegung des Zentrums nimmt also die spezielle Form an, von der 
im I. Bd. auf S. 138 die Eede war. Man suche nun die neue Dar- 
BteUnng des Polyeders, und bestimme, innerhalb welcher Projektionen 
der Flächen der Punkt T fällt; zur Auffindung der Durchstoßpunkte 
genügt die Bestimmung der Darstellung der Punkte, die diese Flächen 
mit g gemeinsam haben in dem ursprünglichen System. 

Eine andere Art der Lösung wäre folgende: Die Gerade g wird 
im allgemeinen (wenn das Polyeder konvex ist) in zwei Punkten X 
und Y treffen, die jeder ejjier bestimmten Fläche desselben angehören; 
wüßte man nun, welches diese beiden Flächen sind, so wäre die Auf- 
gabe auf die zweifache Anwendung einer der Fundamentaufgaben 
zurückgeführt. Um die bezügliche Untersuchung auszuführen, nennen 
wir die Ecken des Polyeders A, B, G, D . . . und deren Projektionen 
parallel zur Geraden g auf die Bildebene Ä^, B,,, Cq ■ ■ ■ ^^ ^^^ Mav, 
daß in den Spurpunkt T von g auch die Projektionen X^, Y^ der 
gesuchten Punkte fallen, und ebenfalls, wenn X z. B. in die Fläche 
LMNP fällt, X^ = T innerhalb des Vielecks L^M„N^P^ faUen muß, 
und umgekehrt. Ist daher in der Bildebene die Projektion des Po- 
lyeders parallel zu g gezeichnet, so findet man im aUgemeinen zwei 
Polygone, innerhalb deren T liegt; die entsprechenden Polyederflächen 
werden dann von g in den gesuchten Punkten getroffen. Bei Aus- 
führung dieser Konstruktion sind zwei Umstände zu berücksichtigen: 
1. Die Punkte ^q, Bq- • ■ sind nichts anderes als die Spuren der zur 
Geraden (TT) durch Ä, B . . . gezogenen Parallelen in der Bildebene, 
lassen sich daher nach dem bekannten Verfahren (Bd. I, S. 95) auf- 
finden. 2, Zur Auffindung der Punkte, in denen g die nach obigem 
Verfahren ermittelten Polyederflächen trifft, braucht man nur eine 
Hilfsebene durch g zu legen; die Geraden, in denen diese die beiden 
Flächen schneidet, treffen g in den gesuchten Punkten. 
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174. Ist das Polyeder £ von besonderer Art, so kann es nütz- 
licher Bein, die Hilfaebene 6 in anderer Weise zu wählen. Handelt 
es sich zum Beispiel nm eine Pyramide (oder ein Prisuja), so kann 
man die durch g und die Spitze der Pyramide (bzw. parallel au den 
Seitenkanten des Prismas) gehende Ebene als Hilfsebene nehmen. 
Diese schneidet dann die Ebene der Grundfläche in einer Geraden s, 
die den Umfang in den Punkten P, Q . . . trefl'en möge. Alsdann 
schneiden die Geraden VP, VQ, ... die j; in den Punkten X, Y,. . ., 
die, falls sie innerhalb der Seitenflächen liegen, die gesuchten Durch- 
stoßpunkte sind; hinzuzufügen ist allenfalls noch der Punkt, in dem 
g die Grundfläche trifft. Ist, wie es meistens der Fall sein wird, die 
Grundfläche ein einfach konvexes Polygon, so beträgt die Zahl der 
Punkte P, Q, ■ . ■ und somit der X, Y, . . . höchstens zwei. Liegen 
dann X und Y beide auf den Seitenflächen, so liegt die Strecke X Y 

1 Innern der Pyramide; 
liegt nur einer darauf, so trifft g 
auch die Grundfläche, und liegt 
keiner darauf, so schneidet g 
die Pyramide überhaupt qicht. 




In der Fig. 44 ist das Verfahren angewandt zur Bestimmung 
der Punkte X, Y in denen die Gerade g = {g'g") die Pyramide trifft, 
deren Grundfläche ABCD auf der Grundrißebene liegt und deren 
Spitze V = (V',V") ist; die Hilfsebene enthält die Geraden p und g, 
(j ist deren erste Spur, die man allein zur Konstruktion nötig hat. 

In Fig. 45 dagegen ist Zentralprojektion angewendet: g^{T,T) 
ist die Gerade, A'B'C'B' die Projektion der in der Ebene {t^i^) ge- 
legenen Grundfläche, V^{T^If^, V) die Spitze der Pyramide. Die 
Hilfsebene ist [i?"], durch die Gerade (T,I"} bestimmt und durch {T^,^\ 
die durch V zu der vorigen parallel gezogene Gerade. — 
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Die vorigen Betrachtungen auf Prismen anzuwenden, oder im 
Falle daß man die Methode der kotierten Projektionen braucht, wolle 
der Leser nicht verfehlen. 

175, Aufgabe IT. Den Schnitt zweier Polyeder 2i, Sä zu finden. 

Die Schnittlinie zweier Polyeder wird von einem oder mehreren, 
im allgemeinen windschiefen Polygonen gebildet, die zu Ecken die 
einzelnen Durchs toßpunkte der Kanten des einen mit den Flächen des 
anderen haben, vorausgesetzt, daß diese innerhalb der begrenzten 
ITächen und der begrenzten Kanten liegen.^) Die Seiten dieser Poly- 
gone sind jene Schnittlinien der Flächen von Sj und Sg, die inner- 
halb dieser selbst liegen. Im allgemeinen besteht der Schnitt aus 
mehreren Polygonen; wenn er aber nur aus einem einzigen besteht, 
so tritt jedes Polyeder in das Innere des andern ein, ohne anderswo 
wieder herauszutreten; wir haben dann den FaU der Ausreißung (Ar- 
rachement). Besteht er aus zweien, so tritt das eine Polyeder in das andere 
ein und wieder heraus; wir haben dann eine sog. Durchdringung 
vor uns. Um den Schnitt zweier Polyeder, die nach einer der be- 
kannten Methoden dargestellt sind, zu finden, kann man damit be- 
ginnen, direkt entweder die Ecken oder die Seiten der Schnittpolygone 
zu suchen, d. h. man sucht zuerst die Punkte, in denen die Kanten 
des einen Polyeders die Fliehen des anderen treffen, oder man sucht 
die den Flüchen der beiden Polyeder gemeinsamen Strecken. In spe- 
ziellen Fällen wird man zweckmäßig die beiden Polyeder durch Hilfs- 
ebenen schneiden. Sind diese Pyramiden oder Prismen, so wird man 
vorteilhaft Ebenen verwenden, die durch die Verbindungslinie der 
Spitzen der Pyramiden und die Kanten einer der beiden gehen, da 
jede derartige Ebene die andere Pyramide in Geraden schneidet, die 
die Kanten der ersteren in den Ecken der gesuchten Sehnittfigur trifft. 

Sind nun die Ecken der Sehnittfigur gefunden, so ist noch zu 
bestimmen, in welcher Reihenfolge sie zu verbinden sind, also wie die 
Seiten der Sehnittfigur laufen. Zu dem Zwecke muß man beachten, 
daß jede Ecke sowohl einer Fläche von 2^, als auch einer von 2j 
angehört. Bezeichnen wir die Flächen von 3!^ mit 1, 2, 3, . . . und 
die von % mit I, II, III, . . ., so können wir mit (1, 2) (2, 3) ... die 
Kanten von 2^, mit (I, II) (II, III) . . . die von äj symbolisch be- 
zeichnen. Sind nun i, h, l drei beliebige Zahlen der ersten Eeihe, 
/, K, L solche der zweiten, so lassen sich die Ecken der gesuchten 
Schnittfigur symbolisch als {iJijL, {IK)l bezeichnen. Zweckmäßig wird 
man sich eine Tabelle der sämtlichen Ecken der Sehnittfigur anfer- 
tigen. Der erste von den beiden obigen Punkten ist dann der Schnitt- 
punkt der drei Ebenen i, k, L, daher werden die von ihm ausgehen- 



1) AIb Ausnahmefalle Bind anansehon, der, daß eine Kante von S,^ eine 
1 2, schneidet, oder daß eine Kante von % in eine Fläche von % fällt, u.a. 



Hosted by 



Google 



58 I- Buch. Körperliche Ecken und Polyeder. 

den Seiten der Schiiitfcfigur mit (iL) ond (hL) bezeidinet -werden 
können. Diese Seiten haben jede noeli einen Eckpunkt, dessen Symbol 
Yon einem der folgenden Typen sein muß: (im)L, (km)L, (LM)i, 
{LM)k. Nun suche man in der Tabelle jene Punkte auf, die dieser 
Bedingung genügen; im allgemeinen erhalten wir zwei, einen folgen- 
den und einen vorhergehenden. Man nehme einen von diesen beliebig 
und verfahre mit ihm in gleicher Weise und so fort, bis man zum 
Ausgangspunkte zurückgekehrt ist. Wenn auf diese Weise aUe in der 
Tabelle stehenden Ecken erschöpft werden, was besagt, daß der Schnitt 
aus einem einzigen Linienziig besteht, so ist das Verfahren erledigt. 
Im anderen Falle wird der Schnitt aus mehreren getrennten Zügen 
bestehen. Um diese zu finden, braucht man nur auf eineu der Übrig 
gebliebenen Punkte zurückzugreifen und damit ebenso wie mit dem 
vorigen Ausgangspunkte zu verfahren. Um die Zeichnung' ausdrucks- 
voller zu machen, ist es gut, die sichtbaren Teile des Schnittes von 
den niehtsichtbaren unterschiedlich zu machen; man beachte hierbei, 
daß nur diejenigen Seiten des Schnittes sichtbar sind, die zwei bei 
beiden Polyedern sichtbaren Flächen angehören. 

176, Zur besseren Er^uterung der obigen Darlegungen wollen 
wir sie auf ein ziemlich einfaches Beispiel anwenden, nämlich auf die 

Aufgabe; Die Durchdringung einer geraden rechtwinkligen Säule 
mit einem beliebigen, dreiseitigen Prisma zu finden. 

Wir bezeichnen mit I, II, III, IV die Seitenflächen der Säule, 
und mit 1,2,3 die Seitenflächen des Prismas ABC Ä^B^C^ (Fig. 40). 
Die Betrachtung der Figur zeigt uns: die Fläche I schneidet die 
Kanten (12) ond (23) des Prismas; II schneidet nur die Kante (23); 
m schneidet (12) und (13), und IV trifft nur die Kante (13), Also 
«rhalten wir folgende Ecken des gesuchten Schnittes, in denen die 
Prismenkanten die Säulenfläehen durchstoßen: £[=1(12), ,7;^ 1(23), 
K^ll{2S), £sIII(12), J}/sIII(13), iV = IV(13). 

Die ersten Projektionen dieser Punkte sind unmittelbar gefunden, 
da ja die Seitenflächen senkrecht auf der Grundrißebene stehen. Ihre 
zweiten Projektionen erhält man mit Hilfe der zugehörigen Ordinaten, 
indem man die Mantellinien des Prismas ins Auge faßt, auf denen 
sie liegen. 

Jetzt handelt es sich noch um die Punkte, in denen die Säulen- 
kanten die Prismenflächen durchstoßen. Man ersieht aus der Figur 46, 
daß die Kante (1 IV"} der Säule, die Prismenfläehen 1 und 3 durch- 
bohrt, erstere in F, letztere in Q; da PQ senkrecht zu jtj, so fallen 
die Projektionen B' und Q' in einen Punkt zusammen. Die Kante 
(II III) durchbohrt die Flächen 2 und 3, erstere in K, letztere in S. 
B' und S' fallen wieder zusammen. Da die andern Kauten das Prisma 
nicht treffen, so sind nur noch die zweiten Projektionen dieser vier 
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Punkte zu suchen. Zu dem Zwecke ziehen wir durch F und Q die 
Parallelen p und q zu den Seitenkanten des Prismas; p und q' fallen 
dann zusammen in die durch P'^ Q' zu A'A^' gezogene Parallele, 
die Ä'S' in P,,' und A'C in Q^' treffen möge. Sofort sind nun P^" 
und Qff" gefunden, und die durch diese Punkte zu A" Ä^" gezogenen 
Parallelen sind p" und i n 

q"; diese schneiden 
dann die gemeinsame 
Ordinate von P und 
Q in den gesuchten 
Punkten P" und Q". 
Ganz ebenso findet man 
R",S". Mit diesen vier 
neuen Punkten: P^ 
(IIV)l, ^^{IIV)2, 
j; = (IIITI)2, s = 
(nin)3 ist die Unter- 
suchung der Ecken 
der Durchdringungs- 
figur erledigt; suchen 
wir jetzt noch die 
Seiten. 

Die Ecken .ff, J 
liegen sowohl auf der 
Fläche 1 der Säule, als 
auch auf 2 des Pris- 
mas, also ist 5J"=12 
eine Seite des gesuch- 
ten Schnittes. Ebenso 
liegen die Punkte J^^ 
1(23) und Ö = (IIV)3 
beide in den Mächen I und 3; also ist JQ^I5 eine zweite Seite 
desselben Schnittes; eine dritte ist QN^lYS, eine vierte NP^lYl, 
eine fünfte P.ff^ll. Somit sind wir zum Ausgangspunkte zurück- 
gekehrt; da aber nicht alle Eckpunkte erschöpft sind, so besteht der 
Schnitt noch aus einem weiteren Polygon. Um dies zu bestimmen, 
nehmen wir eine der bisher noch nicht benutzten Ecken, z. B. K^Il(2d). 
äüe liegt ebenso wie P= (II 111)2 auf den Flächen 2 und 11; somit 
ist Kli eine neue Seite des Schnittes. Auf sie folgt jRL = 2111, 
dann Zilf:=lUl, MS='dlU, und schließlich 5^=113. Fassen 
wir zusamen, so bestellt der gesnchte Schnitt aus zwei windschiefen 
Fünfecken, das eine ist HJQNP, das andere KBLM8. Man be- 
achte, daß im Aufriß nur die Flächen I, II, 2 der beiden Körper sicht- 
bar sind, und demnach anch nur ihre Schnitte, die Seiten fl'Jund KB. 
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Znr l'bllDg. I. Den Schnitt zweier regniär sechsseitiger Prismen ^u fin- 
deo, Ton denen das eine mit der Grundfläche, das andere mit der Seitenfläche 
in der Grundrißebene liegt. II. Den Schnitt zweier schiefer Pyramiden, die mit 
ihrer quadratischen Grundfläche in der Grundrißebene liegen, zu zeichnen. 

Anmerkung. Das Problem der Durchdringung zweier Polyeder 
findet eine wichtige Anwendung bei der Untersuchung des Selbst- 
schattens eines Polyeders. Dieser wird nämlich begrenzt von der 
Schnittlinie des Polyeders mit der körperlichen Ecke die ihm nm- 
beschrieben ist, und den leuchtenden Punkt zum Scheitel hat, der 
80g. Streiflinie. Auf dasselbe Problem läßt sich auch die Aufsuchung 
des Schattens, den ein Polyeder auf ein anderes wirft, zurückführen, 
während die Auffindung des Schlagschattens, gleichbedeutend ist mit 
der Aufsuchung des Schnittes einer Pyramide (oder Prismas) mit 
einer Ebene. 
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Zweites Buch. 
Kurven, 

Erstes Kapitel. 

Ebene Kurven. 

% 1. Kurven als gf ometrisclie Örter von Punkten. 

177. Bewegt sich ein Punkt P in einer Ebene nach einem be- 
stimmten Gesetze, so ist der geometrische Ort F der von P ein- 
genommenen Lagen eine im allgemeinen nicht gerade, sondern ge- 
krümmte Linie, eine Kurve. lat F eine ebene Kurve, so pflegt man 
in ihrer Ebene ein kartesisches System zweier Achsen anzunehmen und 
mit X, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes P von F zu be- 
zeichnen;^) X und y sind dann Größen, die nicht konstant, sondern 
veränderlich, etwa mit der Zeit t, sind; mit anderen Worten: x und y 
sind bestimmte Funktionen von t, etwa 

"=-«'), >-•((') (1) 

In diese können wir eine andere unabhängige Variabele r einführen, 
die mit t durch eine andere bestimmte Beziehung verknüpft ist, etwa 

( = ^(r); 
infolgedessen werden die Gl. (1) zu 

X= |(q)(T)), y = ^(^(t)), 
oder kürzer -r^ _, , ^„, 

x^l{x), y-ri{r) (3) 

Die Gleichungen [2) sind von demselben Typus wie (1), und dies 
zeigt uns, l Es ist nicht nötig, daß die Zeit jene unabhängige Varia- 
ble sei 2 aus einer analytischen Darstellung vom Typus (1) einer 
Kurve lassen sich nnzälilig viele, durch Veränderung der unabhängigen 
Variabelu ableiten Die Variable, durch deren Funktion sich die Ko- 
ordinaten der Kurvenpunkte ausdrücken lassen, heißt der Parameter, 
und die analytische Darstellung Tom Typus (1) heißt parametrisehe 
Darstellung; durch (Q werden wir den Punkt bezeichnen, welcher dem 
Werte („ des Parameters entspricht. 

Eliminiert man t aus den GL (1), so erhält man eine Gleichung 
von der F orm f{x,y) = 0, (U) 

1) Der Bequemticlikeit icegeE sptzeu wii' voraus, daß die Koordinaten recht- 
winklig seien. 
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welche die Gleichting der Kurve heißt; aus ihr kann man auf un- 
zählige Weisen eine parametrisebe DareteUung der Kurve erhalten, 
da man ja x = |(t) setzen, wo die Funktion | beliebig ist, und y aus 
f{%{i),y) = ^^ bestimmen kann. — In dem Falle, daß sich f{x,y) in 
ein Produkt von r Funktionen f^, 4 . . . /j. zerlegen läßt, ist F aus r 
Kurven f^{x, y) = (i=l, 2, •.•<■) zusammengesetzt, im anderen 
falle ist r einfach; man setzt immer voraus, daß die zu unter- 
suchende Kurve einfach sei. Umgekehrt: Nimmt man beliebig zwei 
Gleichungen von der Form (1) oder eine von der Form (B), so ist 
damit eine Kurve bestimmt. 

Wir wollen jedoch die beliebige Gestalt der Funktionen |, »j, f 
dadurch einschränken, daß wir immer annehmen, daß ihre Koeffizienten 
reelle Zahlen seien, woraus aber nicht folgt, daß auch die Kurve 
reelle Punkte besitzt;^) ferner daß die Funktionen im allgemeinen 
kontinuierlich seien und Ableitungen der betrachteten Ordnungen zu- 
lassen für alle Werte der Variabein, die in die Rechnung eintreten. 

Zur t]I>Uiig: Wenn in (3) komplexe Koeffizienteu vorkommen, so kann die 
Kurve dennocli eine Gruppe reeller Punkte enthalte». Warum? 

Der Abstand zweier Punkte (i) und (t + h) der Kurve (1) wird 
ausgedrückt durch 



s = y'i(t + h) -m' + ri(t + }^-niif. 

Läßt man nun h gegen konvergieren, d. h. nimmt man h = dt, 
so wird dieser Ausdruck unendlich klein, und bezeichnet man ihn 
mit ds, so hat man offenbar 

Zufolge dessen wird die Länge s eines Bogens zwischen den Punkten 
(^d) und {t^ gegeben durch 



-/f reo' + vco' 



Diese Länge läßt sich, von seltenen Ausnahmefällen abgesehen, 
nicht ezakt durch geometrische Konstiuktionen ermitteln, man wird 
daher im Falle eines praktischen Bedürfnisses zu Kaherungskonstruk- 
tionen gewöhnlich seine Zuflucht nehmen müssen 

Diesen Ausweg muß man sogar bei der einta(.hsten krummen 
ebenen Linie benutzen, und man kennt mehrere Methoden, einen be- 
liebigen Kreisbogen näherungsweise zu rektifizieren. Da wir 
hiervon später Anwendung zu machen hahön, soll hier eine Methode, 

1) Als Beispiel diene a:* -[- y' -f- r' = 0. 
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nämlich die von Kankine') angegeben werden: Ist AB der Bo^en 
des Kreises, so verlängere man die Sehne AB um das Stack ßC 
= ^AB nnd beschreibe um C mit CA als 
Radius einen Kreis, der die in B an den 
Kreis gezogene Tangente in 2> trifft: dann 
ist mit großer Annäherung BD = arc AB. 
Ist nümlicli (s. Fig. 47) r der Radius 
des gegebenen Kreises und ^ AOB^ 2a, 
so ist AB ^'^r siaa, und BC = rsin«, 
CA^CD^Zrama, Ferner^C'-ßI>=Ji:— a. 
Setzt man nun -^BDC^Ö, -^BCB^y, 
so folgt aus dem Dreiecke BCD: 



J = -^ sin a, also d = are sin / i = arc 




Nun isty— a ~ ö ^ a — arc sin — ^— ■ Aus demselben Dreiecke 
ergibt sich aber auch BD = CT)- ."-, daher 



- arc sin - -— ) = f sin 



: (y?- 



kleiner Bogen, 



wobei die unterdriickten Glieder Potenzen von « enthalten, die nicht 

kleiner sind als die vierte; ist nun 

näherungs weise BD = arc AB, w. z. b. 

Ist nun ci nicht klein, so könnte man 

angtgebene Konstruktion auf einen 

^ anwenden, wo h eine hinreichend 

ganze Zahl bedeutet. 

Wenn aber a ein aliquoter Teil des 
ganzen TJmfanges ist, so könnte man den 
Bogen erhalten, wenn jener selbst rektifiziert 
ist. Nun gibt es auch hierfür verschi 
Verfahren, von denen wir hier folgendes 
sehr einfache anführen wollen, das man Ko- 
chanaky (1685) zuschreibt. 

Man zieht in dem Kreise einen be- 
liebigen Dnrchmesser AB (b. Fig. 48) und 

1) Vgl. L. Gremona, Elemente des grf^kischen CaUüls. 
M. Curtze (Leipzig 1875), S, 101. Beiüglich anderer Verfahren a 
DarsteUende Geometrie, H. Teil (Berlin 1876), S. 19 q. 20. d'Ocagnf 
Congr. Intern, dei matematioi 1808. KI. Bd., S. 351. 
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in B an ihn die Tangente; dann zeichnet man die Sehne BC gleich 
dem Radins und iällt anf sie vom Zentrum O aus das Lot, das jene 
Tangente in D trifft. Von D aus trägt man nun auf der Tangente 
ttber B hinaus den Radius dreimal ah his JS; AE ist dann gleich 
dem halben Umfange des gegebenen Kreises. Nimmt man nämlich 
den Radius gleich der Maßeinheit, so wird 

y-ä 

und AE"" = äs' + Blf = *"-_? 1^ = 9,869217, 

AE ^ 3,141533. Die Abweielmng beträgt also nur 
Hunderttausend-ste! 

Zur l'bung. I. AuB der Uli er-Koten Näterungs forme! cc = -r-- - 
eine Konstruktion tui a abzul'-itea II Um den ganzen Kreis und damit auch 
bestimmte Teile desselben au relvtifliieren teile man den DurchmesBer in 6 gleiche 
Teile und konatruiPte ein rechtwinkeliges Dreieck, daa 8 und 6 dieser Teile zu 
Katheten hat sein Umtang ist nahezu gleich der Kreisperipherie. 

178. In der Ebene der durch (il. (2) dargesteUtea Kurre F 
nehmen wir willkürlich einen Punkt Pu(a:(|,j/o) an und ziehen durch 
ihn eine beliebige Gerade g. Es seien cc und ß die Winkel, die g mit 
den Koordinatenachsen bildet, ic, y die Koordinaten eines beliebigen 
anderen Punktes von g, und p die Länge der Strecke Pl^; dann ist 

a; ~ 3^0 + p cos K, y = ^0 + P '^oa ß. 
Um daher diejenigen Punkte P von g zu erhalten, die g mit F ge- 
meinsam hat, muß man p derart wählen, daß 

f(Xa + 9 cos tt, y„ + Q cos ß) = 
wird. 

Entwickeln wir nach dem Taylorschen Lehrsatze, so wird 

ft%!'.) + ,M(l3.'=°"«+©.°°"'l ■■■(*) 

sein müssen, wo i. a. u ^t:^) den Wert von ^ ~ -^ '„- i\i.rx = x„,y^yn 
bezeichnet. 

Die aus dieser Gleichung sieh ergebenden Werte von p geben 
uns die Abstände des Punktes Pq von den Punkten I\, P^, ... in 
denen F von der Geraden g geschnitten wird. 

Nehmen wir nun an, daß P,, auch auf der Kurve F liege, so 
muß f(xg, %) = sein, und somit verliert die Gleichung (4) ihr ab- 
solutes Glied, und hat also eine Wurzel — 0, wie vorauszusehen, indem 
ja Pu der Gruppe der Punkte Pj, Pg, Pj . . . angehört; also ist einer 
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der Abstände P^Pi, P^^s ■ ■ ■ gleich Null. Wählen wir auii die Ge- 
rade g in geeigneter Weise, so läßt es eich erreichen, daß die Gl. (4) 
eine zweifache Wurzel = hat. Damit dies eintrete, ist nämlich nötig 
lind hinreichend, daß 

(a»" +©.-'<-»- 

Da nun k + ^ — -„ , so kann man diese Gleichung auch in 
folgender Form achreiben: 

und dies zeigt uns, daß im allgemeinen der Winkel « bestimmt ist, 
und somit auch die Gerade g. Diese Gerade, die durch den Punkt 
i^otlfo) S^^^ und mit der a^-Achse den Winkel a bildet, der durch die 
vorige Gleichung bestimmt ist, hat als Gleichung 

(LO. (—.) + ©>-».)"» (») 

Sie heißt die Tangente an die Kurve im Punkte (a:,,, j/,,) und dieser 
Punkt heißt der Berührungspunkt. Die Tangente kann augen- 
scheinlich als GrenzfaU der durch jenen Punkt der Kurve r gezogenen 
Sehnen angesehen werden, wenn nämlich der zweite Endpunkt der 
Sehne an jenen Punkt unendlich nahe heranrückt. Das Vorhanden- 
sein der Tangente in einem Punkte der Knrve hängt als« davon ab, 
daß die beiden ersten partiellen Ableitungen des ersten Gliedes der 
Knrvengleichnng in dem betrachteten Punkte bestimmt, nnd nicht 
beide gleich Nnll seien. Die in einem Kurvenpunkte senkrecht zur 
zugehörigen Tangente gezogene Gerade heißt die Normale der Kurve; 
aus (5} geht hervor, daß diese für den Punkt (x„,po) ^^^ Gleichung hat 

^ — ^o _ y~yo 

Die Tangente und die Normale in einem Kurvenpunkte lassen sich 
durch besondere Verfahren konstruieren, wenn man die Erzeugung der 
gegebenen Kurve kennt; das z. B. beim Kreise und den Kegelschnitten 
anzuwendende ist dem Leser bekannt. Es kann nun auch eintreten, 
daß der vorige Wert von a nicht nur den Koeffizienten von p, sondern 
auch den von p^ in der Gleichung (4) verschwinden laßt, nämlich 
das Trinom: 

In diesem Falle würde die Tangente in diesem Punkte drei in P^ 
vereinigte Schnitte mit der Kurve F haben, dieser wäre dann ein 
Inflexions- oder Wendepunkt der Kurve. Damit demnach der 

Loria-Schocie: DenleUenäe Oeometrie. 11. Bd. 5 
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Punkt (Xd, ^o) ein Wendepunkt sei, müssen gleichzeitig die beiden 
Gleichungen erfüllt sein: 

ex' dx-dy 0x 

(1) ■ ■ ■ /■(-.y) = 0, g|^ 1^ 1-^ 1=0 . . (6) 



df df 







Hieraus geht hervor, daß dne Knrve im allgemeinen eine bestimmte 
Zahl von Wendepunkten besitzt; deren Koordinaten erhält man durch 
AuflÖBen der Gleichungen (6) nach x, y; die Wendepunkte können 
als die Schnitte der Kurven (6) und (1) konstruiert werden. 
Schließlieh sei bemerkt: Wenn man in (5) x, y als gegeben ansieht, 
so stellt sie in den Koordinaten x^, y^ eine Kurvet dar, auf der die 
Berührungspunkte der von dem Punkte P{x,y) an die Kurve F ge- 
zogenen Tangenten liegen; diese Berührungspunkte sind also die 
Schnitte von r mit z/. Somit ist auch die Aufgabe von einem Punkte, 
an eine Kurve die Tangenten zu ziehen, zurückgeführt auf die 
Bestimmung der Schnittpunkte der Kurve mit einer anderen 
bestimmten Kurve; im Falle, daß die gegebene Kurve ein Kegelschnitt, 
ist bekanntlich die Hilfskurve die Polare des gegebenen Punktes, 

179. Die vorigen Formeln vereinfachen sich in bemerkenswerter 
Weise, wenn, was häufig der Fall ist, die Gl. (3) nach y aufgelöst 
ist, also die Form hat: , , ,..,> 

In diesem Falle wird nämheh die Gleichung der Tangente 

y-y^ = ix~:r^)■^>^{x^), (5') 

während die Bedingung für einen Wendepunkt lautet 

T>.)-0 (6-) 

Diese Formeln führen dann leicht zu einer wichtigen Folgerung. 

Es sei ^{x^ -{• h, j/o + h) ein dem Punkte P^ benachbarter Punkt 
der gegebenen Kurve; dann wird sein Abstand S von der Geraden (5'J 
gegeben durch ^ ^ k-h-p-ix,) . 

nun ist aber wegen Gl. (3') 

y« = fi^), yo + >'- 'pi.Xt, + ^); 

daher j^ 

k = kf'(x^) + g-, 9"(^o) H 

^;'p"(^o) + 3!'P'"(a;o) + --- 



und 
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Dieser Ausdruck läßt erkennen, daß wenn q^'"(^{.) + f' ^^t, ö das 
Vurzeichen von iy'"(^o) ^^*» welches auch das Vorzeichen von k sein 
möge; folglich liegt in der Nachbarschaft eines generisehen (gewöhn- 
lichen) Punktes der Kurve diese ganz anf einer Seite der hetreffen- 
den Tangente. Wenn hingegen (p"(Xf^ — 0, aber ip"'(x^) ^0, so 
ändert ä das Vorzeichen zugleich mit dem Vorzeichen von h und 
folglich geht in einem Wendepunkte die Kurve von der einen Seite 
der Tangente auf die andere über.') 

180. Es ist zweckmäßig die allgemeine Gleichung der Tangente 
auch für den Fall aufzustellen, daß man von der betrachteten Kurve 
die parametrische Darstellung (1) kennt. Zu diesem Zwecke betrachten 
wir die Verbindungslinie der beiden Punkte P und Q mit den Para- 
metern t^ und tg -j- h (die Sehne FQ); ihre Gleichung ist 

j « y 1 , 

\m+h)r,(t, + n) 1 i 
oder 

l' - Ift)] bft + *) - lÄ)! -b- •)('.)) II ('. + '0 - i(i,)l 

Nehmen wir der Allgemeinheit wegen an, daß im Punkte P 
einige der Ableitungen der Funktionen |, rj gleich NuU werden, und 
genauer, daß |'"')((o) und »i'"'(^o) die ersten Ableitungen seien, die nicht 
NuU sind/) ao ist 

i(t, + i) - UQ - ^ p-ift) + ,„"^',',, r+'H« + ■ ■ • 
.,(<• + *) - •;((,) - -■" i'-'A) + j;!;"^, i"*"A) + • • ■• 

Setzen wir dies in die vorige Gleichung ein, dividieren die ent- 
Btandene Beziehung durch die höchste Potenz von h, die als Faktor 
auftritt, und lassen dann h = werden, so erhalten wir beim Grenz- 
übergang 

y — ri(tg) = 0, im Falle in < n\ 
a^-l(io) _ y-nih) m = « ■ 

x — ^{Q = 0, „ „ m>n) 
Im ersten Falle ist die Tangente parallel zur ar-Achee, im dritten 

1) Ganz allgemein: Hat man ip'\x„)=-0, q>"'{3:^)^^Q . . . qs<'"-i*(Xo) — 0, 
if""'(a:„)^0, 80 liegt die Kurve ganz auf einer Seite der Tangente, 



'i) Ee ist leicht einzusehen, daß die ganzen Zahlen m, n endlich, sind, ' 
i, I] keine Konstanten Bind. 



7) 



Hosted by 



Google 



68 n. Buch. Kurven. 

zur j/'Aehse. Der häufigste Fall entspriclit der innalime tn = n; als- 
dann wird die Tangente dargestellt durch die öleichung 

i ^-g(U _ i/-^(U 

oder 

6<-'(« •)!">(« ! ^ 

während 

b - S(g]r"(0 + [y - ^(0]V"'(g = 

die entsprechende Normale darstellt; für das Vorhandensein solcher 
(jeraden wird also verlangt, daß für den hetrachteten Punkt, die 
Ahleitangen der heiden Funktionen |, »j, die die parametrische Dar- 
stellung der Kurve liefern, bis in einer gewissen Ordnung im betrach- 
teten Punkte vorhanden sind. 

Mittels der parametrischen Darstellung kann man auch die Auf- 
suchung der Wendepunkte ausführen. Hat nämlich für t = t^ die 
Kurve (1) einen Wendepunkt mit Ax + By + C = Q als Wende- 
tangente, so muß die Gleichung 

A^(t) + B7i{t) + C=0 
eine dreifache Wurzel t = t^ haben. Es muß demnach sein 

Ar(to) + Sn'iQ = 0. 
Eliminieren wir A, B, C, so wird 

«« ''(«'^-O (8) 

r'(« 1 (« 

Diese Gleichung für f^ dient zur Bestimmung dei Parameter werte, 
die den Wendepunkten entsprechen 

Zur Übung: Um au erkennen ob die betrachtete Kurve im Punkte ((„) 
die zugehörige Tangente uberaohieitet oder nicht h trachte man die Reihe 

I ^"'(y ^'■•'(.h) I 

■und anche daa erste ihrer Elemente auf, das zu wird; es sei dieses das dem 
k^=s entspricht, dann überschreitet die Kurve, wenn r + s ungerade ist, und 



181. Wir nehmen wieder die Gl. (4), lassen aber die Bedingung 
fallen, daß die beiden ersten Ableitungen nicht gleich Null seien. 
Wir wollen vielmehr annehmen, daß für den Punkt [x^, j/^) alle 
partiellen Ableitungen bis zur (r — 1)'^" inklusive verschwinden (r> 1), 
daß jedoch mindestens eine der r**" Ordnung von Null verschieden sei. 
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Das erste Glied der Gl. (4) beginnt dann mit q'', und daher wird jede 
durch Pu gezogene Gerade die Kurve in r mit P^ zusammenfallenden 
Punkten schneiden. In diesem Falle sagt man, daß P ein r-fachep 
Punkt der Kurve sei, oder daß r Zweige dei- Kurve durch ihn hindurch- 
laufen. Damit P,, ein r-faeher Punkt sei, müssen seine Koordinaten, 

also 1 -f2 + 3H (»--1)4-^= ''^'-^^ Bediugnngsgleichungen 

genügen. Angenommen, daß diesen Genüge geleistet sei, so kann 
man versuchen, durch P^ eine Gerade g zu ziehen, derart daß mit Pq 
nicht nur r, sondern r + i Punkte der Kurve zusammenfallen; hierzu 
ist notwendig und hinreichend sie so zu legen, daß auch der Koeffizient 
von ß"" in Gl. (4) verechwindet, also sei 



soi-mf,. 



;-cos'/3== 0, 



oder auch, da u -\- ß = 



\daf-'-dyi!ü 



(9) 



Da diese Gleichung von r*™ Grade für tg a ist, so erkennt man, 
daß es im allgemeinen r Geraden gibt, die der obigen Bedingung 
genügen, jedoch werden nicht immer alle reell und voneinander ver- 
schieden sein; jede dieser Geraden ist Tangente an einen der /■ Kurven- 
zweige, die durch Pq hindurchgehen und die übrigen Zweige schneiden. 
Solche Geraden betrachtet man als Tangenten an die Kurve in Pq, 
und man sagt, daß eine Kurve in einem »--fachen Pnnlcte auch r 
Tangenten besitze. 

Der einfachste Fall eines vielfachen Punktes ist der, daß r= ä; 
.ilsdann bestehen die drei Gleichungen 

fe,..)-0, (|-ä = 0. (10^ = .... (10) 

Der Punkt {x^, y^) ist dann ein Doppelpunkt der betrachteten 
Kurve, und die beiden Tangenten haben die durch die Gleichung 

bestimmten Neigungen. Da die Gleichungen (10) zu drei an der 
Zahl zwischen den zwei Größen x^, y^ bestehen müssen, so werden 
sie für eine beliebig gewählte Funktion f nicht zugleich bestehen 
können, mit anderen Worten: Eine ebene Kurve besitzt im all- 
gemeinen keine Doppelpunkte, oder auch: Kurven mit Doppelpunkten 
(insbesondere auch solche mit mehrfachen Punkten) sind spezieller Art. 
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Da die Gl. (11) quadratisch für tg a ist, so können die beiden 
DoppelpuDktstangenten beide reell und verschieden sein, oder reell 
und zusaininenfallend, oder konjugiert imaginär; entsprechend diesen 
drei Fällen ist. der Doppelpunkt ein Knotenpunkt, eine Spitze oder 
ein isolierter Punkt'); diese drei Fälle sind charakterisiert durch 

t')o id^h < ,..,, 

(J'L) ß'I) 1 > ' ^*'^ 

\dy ■§:>:},> \dyVo ! 

183, Es wird nützhch sein, die Bedingungen für die Existenz 
einea Doppelpunktes auch für den Fall aufzustellen, daß die betrachtete 
Kurve parametrisch dargestellt ist. Zu dem Zwecke betrachten wir 
die beiden Punkte auf ihr P^ und P, mit den Parameter werten ig 
und (j. Die Gleichung der Verbindungslinie lautet dann 

i a: y 1 

i Hh) V(i.) 1 =0, 

■ m V(Q 1 . 
Diese Gerade ist im al^emeinen bestimmt; sie hört auf es zu sein, 
aber auch nur dann, wenn zu gleicher Zeit die Gleichungen bestehen 

!(«-«<,), iW-lft) (13) 

für t^ ^ t^; in diesem Falle gibt es zwei Zweige der Kurve, die sich 
in einem Doppelpunkte schneiden; folgUeh sind (13) die gesuchten 
Bedingungen, in diesem Falle läßt die Kurve zwei Geraden als Tan- 
genten zu, die im allgemeinen dargestellt werden durch 

Würde jedoch 

rft) - - ■ ■ ?'-"((,) - <(« — i"-m - 

sein, so müßte man im Nenner setzen ^'■''\Q und il''''(i,)- 
Setzen wir nun *i = 'o + ^t ^^ werden (13) zu 

Ut, + ») - «« - 0, ,((. + ft) - ,(« - 0, 

und lassen wir nun h gegen Null konvergieren, so folgt 

r(f.)-o, ,'(«-0, (16) 

und dies sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
daß der dem Parameter („ entsprechende Punkt eine Spitze sei, der 
Eicbtungako effizient der Tangente, nämlich -pjr^, stellt sich in unba- 

1) Eine üualoge Diskuä^ion könnte man mit Gl. (3) anstellen und damit 
eine Klassifikation der i'-fachen l*unkte gewinnen: wir überlassen dies dem Leser. 
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stimmter Form dar, und hat im allgemeinen als wahren Wert 1-ff!:, 

und daher lautet die G-leichung der Tangente in der betrachteten 
Spit/.e im allgemeinen 

^-Utg) _y-n{Q /,m 

"r(o v'Co)"' '• • 

Wäre aber 

|-(« - ■ ■ ■ - i"-"(Q - 1"((.) - ■ ■ ■ - n'-'KQ - 0, 

80 müßte man bzw. als Nenner nehmen ^''"'((o) und V^'Co)- 

183. Der Winkel, der von den beiden Tangenten in den Punkten 
P und Q einer Kurve gebildet wird, gibt uns die Abweiohnng der 
Kurve von der geraden Richtung auf die Länge des Bogens IPQ. 
Das Verhältnis des Kreisbogens vom Radius 1, der zu jenem Winkel 
gehört, zu dem Bogen PQ der Kurve heißt die mittiere KrUmmung 
der Kurve. Wenn Q dem Punkte P unendlich nahe rückt, so strebt 
dieses Verhältnis einem Grenzwerte zu, von dem wir zeigen wollen, 
daß er im allgemeinen endlich und bestimmt ist, und den wir die 
Krümmung der Kurve im Punkte P nennen. Um dies zu zeigen, 
nehmen wir an, daß die Kurve F durch die parametrische Dar- 
stellung (1) gegeben sei, und daß auf F außer dem Punkte P mit 
dem Parameter ( noch der benachbarte P' mit dem Parameter ( + Ä 
betrachtet werde. Die Tangenten p und p' in P und P' haben dann 
die Gleichungen 

Vit) • ""^- r (* + '') ij'(i + Ä) ' 



daher ist 



sin (^ pp') = 









worin Ö und * zwischen und 1 gelegene Größen bedeuten. Kuckt 
nun P' dem P unendlich nahe, so geht der Winkel (pp') in seinen 
Sinus aber, während die Strecke PP'= V^(t+'h)~-^^l(fj^+ 7j{t+h)~rj(()^ 
— h Vi' (t "+ 'Öhf + ^'(t + &kf in das Differential des Kurvenbogens s 
übergeht; also haben wir für die Grenze A = 

I r(() Vit) ■■ 
<pp' - r'(t) VW I 



Damit ist das Vorhandensein eines solchen Grenzwertes nach- 
gewiesen und zugleich sein Wert gefunden. Der reziproke Wert dieses 
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Ausdruckes heißt der Krömmungsradius der Kurve im Punkte P; 
hezeiclinen wir ihn mit E, so können wir schreiben 



i !'(*) 7^ I 
I r'(«) n"it) \ 



(17) 



Aus (8) und (17) ei^ibt sieh durch bloße Vergleichung, daß in 
einem Wendepunkte der Kriimmnngsradins anendlich groß ist. 

Im Falle die Kurve durch eine Gleichung von der Form y = cf/{x) 
dargestellt ist, reduziert sich Gl. (17) auf 

Nehmen wir hingegen als unabhängige Variable die Bogenlänge s, 
so haben wir 

g-i, d.h. m'+w)'-i 

und Gl. (17) wird dann zu 

^^r(s)-v'(s)-r(s)-v(s) an 

Ist schließlich F durch die allgemeine Gleichung f{x, J/) = dar- 
gestellt, so erhält man durch Differentiation nach x 

Nimmt man hieraus die Werte von y', y" und setzt sie in (17') ein, 
so erhält man 



■©■+(10'^ 






! dx dy 







(18) 



Aus den obigen Formeln läßt eine wichtige Folgerung ziehen, 
die sich im folgenden als nützlich erweisen wird. Nehmen wir an, 
es sei der Krümmungsradius als eine gegebeue Funktion der Bogen- 
länge s gegeben, also B^fis), so behaupten wir, daß dadurch die 
Knrve ihrer Gestalt und Größe nach gegeben ist. Um dies zu zeigen, 
greifen wjr auf (17") zurück. Der Parameter t ist nun die Bogen- 
länge s und die Funktionen § und t; drücken die Koordinaten x und 
y aus: wir können daher schreiben 



f{')- 



dx- d''y — dy ■ d*a 
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1. Kap. Ebene Kurven. 73 

indem wir uns TOretellen, daß x und y Funktionftn Ton s sind, die 
noch zu bestimmen sind. Da nim 





ds^ = dx^ + dy% 


oder 






(ä:)'+fö)'=i. 


so wird 








sein. Daher ist 






d'x^-'i'^, 


und folglich 






j,f , dx-ds ds V ^~\M) 




'W ,l^y d'y d'y 




ds' ds' 


Setzt man 


n^2-,,.oi,tg^% ™ 


vorige Gleichung 




/■(') = J^". 




Ji 


oder auch 






<ip de 




Vi -11' ^ /"(.)' 


und wenn wir 


integrieren 




arcsmj,- ,,,■ 



und daher wird die 



■(*) 

Setzen wir zur Abkürzung qr, = / — ^ so ist q? bis auf eine addi- 
tive Konstante bestimmt, und die gefundene Gleichung liefert uns 

p = sin <p, Vi —p^ = cos ip, 
und alsdann 

dx =l/(?s^— dy^ = ds Yl — p^^ cos <p-ih, x =- fsiii ^^-ds. 

Wir schließen hieraus 

und diese Formeln geben uns die pai-ametrische Darstellung der Kurve. 
Es ist leicht einzusehen, dafi von den drei durch die Integration auf- 
tretenden Konstanten nur die Lage, nicht die Gestalt der erhaltenen 
Knrve abhängt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen, und die Kurve 
in ihrer Allgemeinheit individualisiert. 
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@ 2 Kurven ala Enveloppen von Crsraden. 

184. Wir haben gesehen, daß, wenn eine Kurve als geonietriBcher 
Ort von oo^ Punkten gegeben ist, dadurch eine kontinuierliche Reihe 
von oo'- Geraden bestimmt ist, die alle die Tangenten an die Kurve 
bilden. Man kann diese auffassen als die Verbindungslinien zweier 
aufeinander folgender unendlich naher Punkte der Kurve; infolgedessen 
stellt sich jeder Kurrenpunkt dar als der Schnitt der zugehörigen 
Tangente mit der zunächst folgenden. Jetzt wollen wir umgekehrt in 
einer Ebene eine Reihe von oo' Geraden betrachten; jede von ihnen 
kaun dargestellt werden durch eine lineare Gleichung in kartesischen 
Koordinaten, deren Koeffizienten reelle Großen sein BoUen, jedoch nicht 
konstante, sondern veränderliche, etwa Funktionen der Zeit t oder 
eines anderen Parameters, also 

^{t}x + i^ifyy + x(t) - (1) 

Betrachten wir nun die beiden Geraden 3 und g' dieser Reihe, die 
den benachbarten Werten t und t + h des Parameters entsprechen, also 

,p(t)-x-^ip(t}if + xit) = (i und ^(t + h}x + il,(i + h}y + z{t + h) = (2) 
so werden sich diese in einem Punkte schneiden, dessen Koordinaten 
man erhält, wenn man (2) nach x und y auflöst. Subtrahiert man 
die beiden Gleichungen von einander, so wird 

l^(t~-h)-,p(t)]-x + [i,it-\-h)-t(t)}y + [x{t + h)-x(t)] = 0, 
0^^^ <f'{i + 8,hyx + il>'(t + d^hyy + z'C + ^s'O = 0, 

wobei ^ öj < 1 (A = 1, 2, 3). Läßt man h gegen konvergieren, so 
geht dies Gleichung Über in 

f\tyx + i,'(f)s + i(t)-0 (S) 

und diese zeigt uns, unter der Annahme, daß die Ableitungen der 
Funktionen y, 1/1, % existieren, daß der Punkt gg', wenn g' sich der g 
unendlich nähert, einer im allgemeinen bestimmten Lage zustrebt, dessen 
Koordinaten man erhält, wenn man die Gleichungen (2) und (3) nach 
X und y auflöst; dieser Punkt heißt der Bertthrungspunkt der Ge- 
i-aden g mit seiner Enveloppe. Durch die Elimination entstehen zwei 
Gleichungen vom Typus 

und diese stellen bei Variierung von t eine Kurve als Punktort dar, 
an welche, wie eine leichte Rechnung zeigt, die gegebenen Geraden 
in der Tat Tangenten sind. Somit besteht der zu Anfang dieser Nr. 
aufgestellte Satz zu Recht, diiß mit einer kontinnierlichen Reihe vou 
00^ Geraden eine Reilie von ex?' Punkten verknüjpft ist. Man kann 
also jede ebene Kurve von zwei zu einander dualen Gesichtspunkten 
aus betrachten, nämlich als geometrischen Ort ihrer Fnnkte und als 
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Envelopp« ihrer Tangenten. Infolgedessen stellen sich ihre EigeD- 
sehaften paarweise dar; man erhält den Ausdruck der einen, wenn man 
auf die andere das Prinzip der Dualität in der Ebene anwendet. 

Machen wir einige Anwendungen dieser Herleitungamethode. Einem 
vielfachen Punkte der Kurve (in welchem sie also mehrere Tangenten 
hat) entspricht eine mehrfache Tangente, d. h. eine Gerade, die die 
Kurve in mehreren Punkten berührt; insbesondere entsprechen den 
Knotenpunkten, Spitzen nnd isolierten Punkten die Doppeltangenten 
mit zwei getrennten reellen Berührungspunkten, mit zwei aufeinander 
folgenden (das sind die InÖexions- oder Wendepankts-Tangenten) und 
mit zwei imaginären Berübrungen. Der Spitze entspricht also die 
Wendetangente, und da diese die Kurve in drei aufeinanderfolgenden 
Punkten schneidet, so kann eine Spitze anfgefaßt werden als Pnnkt, 
in dem drei anfeinanderfolgende Tangenten sich treffen. Da eine 
Kurve als Punktort im allgemeinefi Wendepunkte hat, aber keine viel- 
fachen, s« muß eine Enveloppe im allgemeinen anch Spitzen haben, 
ahei' keine Doppeltangenten, usw. 

185. Bevor wir solche Betrachtungen verlassen, wollen wir noch 
einige nützliche Folgerungen aus dem Vorigen ziehen. Wir nehmen 
wieder die durch 

Kurve; die Normale in einem beliebigen Punkte hat die 



Die Enveloppe aller dieser Normalen wird erhalten, wenn wir diese 
Gfleichung mit ihrer Ableitung nach t kombinieren, also 

[X ~ mwii) + [y - nmi'it) = wf + vW- 

Man findet hieraus 

^ ^w rwi"(t)-i"(oV(«)' " ^^''^ i-{t)n"(t-i-\t)n{t) 

als analytische Darstellung ffir die von den Normalen eingehüllte 
Kurve, weiche die Evolute der gegebenen Kurve heißt, während diese 
die Evolvente der ersteren genannt wird.. Zufolge Gl. (17) kann man 
auch schreiben 

Ynt) +v{t} yi(i) +1(0 

Hieraus folgt: Jedem Punkte F der gegebenen Kurve entspricht 
ein Punkt O der Evolute, der auf der entsprechenden Normalen lie^ 
in einem Abstände von jenem gleich dem Krümmungsradius. 

heißt das Krümmungszentrum der Kurve in P, und der 
mit OP um beschriebene Kreis der Krümmungs- oder Oskula- 
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tionakreis der Kurve im Punkte F. Für jede Kurve kann man durch 
eine besondere Konstruktion das Krümm ungszentrum erhalten. 

g 3. AlgebraiBohe Kurven. 
186, Läßt sich eine Kurve durch eine algebraische (ganze rationale) 
Gleiehiang zwischen den kartesischen Koordinaten ihrer Punkte dar- 
stellen, j-/ \ r, ri\ 

so heißt die Kurve algebraisch, im anderen Falle transzendent. 
Im ersten Falle setze man 

X-, ((,«), y-i(t,u) (2) 

wo fp und i/f zwei rationale, im allgemeinen gebrochene Funktionen 
bedeuten. Dann v^ii-d die Kurveagleiehung (1) zu 

f((p{t, u), xit, u)) = 0, oder F{t, u) = 0. 

Hieraus geht hervor: Jede algebraische Kurve kann durch 
zwei Gleichungen von der Form (2) dargestellt werden, wo 
<p und X rationale Funktionen der Parameter t, m sind, die 
durch eine Gleichung F{t, u) — miteinander verknüpft sind, 
wo wieder F ein ganzes rationales Polynom ist. Durch Pro- 
jektion ergibt sich hieraus, daß auch die sämtlichen Erzeugenden eines 
algebraischen Kegels einer ebensolchen Darstellung fähig sind. 

Ist die Gleichung ., , 

^ fix, !/) = 

vom Grade n, so hat diese Zahl eine wichtige geometrische Bedeutung, 
die leicht nachzuweisen ist. Betrachten wir nämheh die Gleichung (4) 
in Nr. 178, so endet sie mit dem Gliede n; d. h. (4) ist eine alge- 
braische Gleichung w-ter Ordnung, hat also n Wurzeln. Daraus folgt: 
r wird von allen Geraden ilirer Ebene in n Punkten s^^^hiiitt^n. 
Mau drückt dies so aus, daß man sagt, F ist von der Ordnung n, 
so daß also die Ordnung einer algebraischen Kurve die Anzahl 
der Schnitte bedeutet, die sie mit einer beliebigen Geraden ihrer Ebene 
hat.^) Insbesondere schneidet auch die unendlich ferne Gerade der 
Ebene eine Kurve n*^' Ordnung in n Punkten, die nicht alle ver- 
schieden und reeh zu sein brauchen. Jedem reellen unendlich fernen 
Punkte entspricht ein unendlicher Kurvenzweig. Die Kurve kann auch 
in einem solchen Punkte die unendlich ferne Gerade berühren, oder 
dort eine reelle endliche Tangente haben eine sog. Asymptote; im 
ersten Falle haben wir einen parabolischen, im zweiten einen hyperbo- 
lischen Kurven zweig. 

1) Würde die Gl. (4) in Nr, 178 durch » -f- 1 Werte von p befriedigt wecdeu, 
so würde sie sich auf eioe Identität rediiKiereu; y würde dann r in unendlich 
vielen Punkten schneiden, und daher wurde F in die Gerade g und eine Kurve 
{n — 1)**' Ordnung zerfallen. 
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Wenden wir auf den Begriff der Ordnung daa Dualitätsprinzip 
an, so können wir sagen: Die Klasse einer algebraisclien Kurve ist 
die Zahl der Tangenten, die von einem beliebigen Punkte der Ebene an 
sie gehen. Um zu zeigen, daß diese Zahl bestimmt und endlich ist, 
nehmen wir beliebig einen Punkt 0(a,li) und bezeichnen mit F{x,y) 
einen Punkt der Kurve (2) derart, daß die Tangente in ihm durch 
geht. Alsdann bestehen die Gleichungen; 

«.,,)-0; W^»)(.-„)+?fM(,-»)-0, 

die zur Bestimmung der Koordinaten von P dienen können; da diese 
nun ein bestimmtes System algebraischer Gleichungen bilden, so lassen 
sie nur eine endliche, Ton a und 6 unabhängige, Zahl von Lösungen zu. 
Somit kann P nur eine endliche Zahl von Lagen haben, und damit ist 
die Zahl der von ausgehenden Tangenten endlich, w. z. b. w. Ord- 
nung nnd Klasse einer algebraischen Knrve werden durch Projektion 
von einem Punkte aus auf eine Ebene nicht zer^ört.') 

In dem Falle, daß F algebraisch ist, sind auch die Gl. (1), (6) in 
Nr. 176 beide algebraisch und besitzen eine endliche Zahl von Lo- 
sungen. Folglich hat eine algebraische Kurve, als geometrischer Ort 
betrachtet, eine endliche Zahl von Wendepunkten; Dual: als Enve- 
l»ppe betrachtet, hat sie eine endliche Zahl von Spitzen. 

187. Zwei algehraische Kurven von den Ordnungen n^ und n^ 
haben im allgemeinen n^- n^ Punkte gemeinsam, indem ihre Glei- 
chungen, wie aus der Algebra bekannt ist, «j- «^ Lösungen zulassen. 
Dual: Zwei algehraisehe Kurven von der Klasse v^ und v^ haben 
im allgemeinen v^ ■ v^ gemeinsame Tangenten. 

Ordnen wir die Gleichung einer algebraischen Kurve M-ter Ord- 
nung nach fallenden Potenzen der Variabein, so erhalten wir eia Re- 
sultat von der Form: 

/: + /;-i+/;_. + -.- + /i + /'o = o; 

darin bedeutet f^ einen Ausdruck von der Form 

HierauB geht hervor, daß die linke Seite 

(„ + 1) + „ + („ _ 1) + . - . + 3 + 2 + 1 = ^^±M^ '> 

Koeffizienten enthält. Da man nun die Gleichung durch einen kou- 
stanten Faktor (der nicht oder oo ist) dividieren kann, so reduziert 



1) Für die transzendenten Kurven hingegen könnte man nur sagen, daß 
die Anzahl der (reellen) Schnitte mit einer beatimmten Geraden und die Zahl 
der von einem bestimmten Punkte ausgehenden (reellen) Tangenten durch Pro- 
jektion nicht geändert wird. 
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sich diese Zalii auf — - 1 = "tJ Konstaateii, Soll nun 

der Pimkt (Xf,, Pq) der Kurve angehören, ao müssen die Koeffizienten 
von f der linearen Gleichung f(xQ, y^ = gehorchen; demnach kann 
man einer derartigen Bedingung im allgemeinen nur -^-^— Punkte 
unterwerfen, aher nicht mehr. Durch diese gegenseitigen Beziehungen 
werden dann die Koeffizienten in der Eegel eindeutig bestimmt sein. 
Folglich ist eine algebraische Kurve von der Ordnang n im allgemein*^» 
dnrch --^-^ — (einfache) Punkte, dnrch die sie hindurchgehen soll, 
hestimmt. Dual: Eine Kurve r-ter Klasse ist durch "'•"j" ^ Geraden, 
die sie berühren s«il, im allgemeinen bestimmt. Wir sagen „im all- 
gemeinen", weil es Ausnahmen gibt: z. B. 5 Punkte bestimmen einen 
Kegelschnitt, jedoch nicht, wenn 4 auf derselben Geraden liegen. 

Da eine Kurve «-ter Ordnung durch — -- — 1 Konstanten 

bestimmt ist, und die Existenz eines r-fachen Punktes — ^^ Bedin- 
gungen gleichkommt, so muß T- - ^ ^^JT-Jl—JL-L _ \ gein und folg- 
lich r <,n. Demnach kann eine algebraische Kurve n-ter Ordnung 
keinen Punkt von größerer Vielfachheit als n haben; und durch 
Anwendung des Duahtätsgesetzes : eine Knrve von der r-ten Klasse 
kann keine Tangente von größerer Tielfachheit als r haben. Jenes 
Maximum wird tatsächlich nur erreicht, Avenn (und nur wenn) die 
Kurve in n durch einen Punkt gehende Geraden zerfallt, und dieses 
wenn (und nur wenn) sie aus v auf einer Geraden gelegenen Punkten 
besteht. 

g 4. Beispiele ebener Kurven. 

188. Die bisher gemachten iillgemeinen Bemerkungen wollen wir 
durch einige Beispiele ebener Kurven illustrieren, die aus verschiedenen 
Gründen bemerkenswert sind, ohne uns bei den Kegelschnitten aufzu- 
halten, deren Kenntnis wir bei dem Leser voraussetzen. Der Kürze 
wegen, weiden wir nur einige der bezüglichen Sätze anführen, indem 
wir es dem Leser überlassen, ihre Richtigkeit nachzuweisen und sie zu 
vervollständigen. ■^) 

Algebraische Kurven. 

It Gegeben ein Kreis mit dem Durchmesser 00'= 2ü! (Fig. 49); 
jede beliebige durch gezogene Gerade g schneidet die in 0' an den 

1) Die Beweise wie andere Beispiele und Ausführungen wird der Leser in 
dem Werke finden: G. Loria. Spezielle algebr. und transe. ebene Kurven, deutsob 
von F. Schütte. H. Aufl. (Leipzig 1910/11). 
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Kreis gezogene Tangente t in einem Punkte N und den Kreis zum 
zweiten Mal in M. Man trage auf g von aus das Stück OP = MN 
ab, dann beschreibt der Punkt P bei Rotation 
von g um eine Linie, die man die Kissoide 
(des Diokles) nennt. Sie ist algebraisch, von 
der dritten Ordnung, hat als Spitze, 00' als 
Spitzentangente, t als Wendeaajmptote. Nimmt 
man als Anfang, C als Abazissenachse, 
so findet man die Gleichung der Kurve als 

II. Gegeben zwei sich in schnei- 
dende Geraden a, h und ein Punkt A auf a. 
Eine beliebige durch A gezogene Gerade (f 
schneide b m B (Fig. 50); der mit OB 
beschriebene Kreis schneidet 3 in P und P", 
und diese Punkte beschreiben bei der Rotation 
von g um A eine algebraische Kurve dritter Ord- 
nung, die man die Strophoide nennt und zwar ^'^' ''"' 
gerade oder schiefe, je nachdem der Winkel ah = a eiu rechter ist 
oder nicht. A ist ein einfacher, ein Doppelpunkt der Kurve; nimmt 
man A als Anfang, a als 3:- Achse, so ist, wenn AO =^1, die Gleichung 
der Kurve 





- 2; sin«) -\- ;^(a;suia — |/cosa) = 0. 




(a;* -\- y^){xsiYaK + j/ci 

III. Gegeben eine Reihe 
von Kreisen, die alle gleich groß 
sind, und ihren Mittelpunkt auf 
einer Geraden g haben; ferner 
ein Punkt auf g. Der Ort der 
Berührungspunkte P der von 
an die Kreise gezogenen Tangenten ist eine Kurve vierter Ordnung, 
die Kappa-Kurve genannt. Ihre Polargleichung lautet p = iietg(a 
(Fig. 51). 

IV. Gegeben eine Gerade g und ein fester Punkt im Abstände 
a von g, sowie eine Strecke l (Fig. 52). Auf sämtlichen durch 
gehenden Strahlen t trage man von ihrem Schnittpunkte M mit der g 
aus nach beiden Seiten das Stück MP = l ab. Der Ort der Punkte P 
ist dann eine Kurve vierter Ordnung, welche die Konchoide der Ge- 
raden (oder des Nikomedes) heißt. ist Doppelpunkt, Spitze oder 
isolierter Punkt, je nachdem l ^ a ist. (S. in der Fig. 52 die Formen 
a, h, c.) Ist Anfang und g die a;-Achse, so lautet die Gleichung 
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V. Ersetzt man die Gerade g iu IV durch 
«inen Kreis F mit dem Radius r, der durch 
den Punkt geht, so erhält man eine Kur- 
ve, die eine spezielle Koachoide des Kreises 
ist, und ähnlich wie die gemeine Konchoide 
in ihrer Gestalt variiert, je nach dem Ver- 
hältnisse von ^ zu r (vgl. Fig. 53). Sie hat 
den Namen Pascalsche Schnecke erhalten, für 
den FaU l = r jedoch den Namen Kardioide. 
Ihre Gleichung, sowie ihre Singularitäten ab- 
zuleiten, überlassen 
wir dem Leser. 

VI. Gegeben zwei 
zueinander senkrech- 
te Geraden Ox und 
Oy, sowie auf der 
letzteren ein fester 
Punkt A (Fig. 54); 
eine Strecke MF von 
konstanter Länge h 
bewegt sich so, daß 
der eine Endpunkt 

"••■.-.,. .-■--■ M die Gerade Oy 

*''^' ^*- durchläuft und zwar ^'^' ^*' 

derart, daß, wenn N ihr Schnitt mit Ox ist, immer ON = AM bleibt; 
der andere Endpunkt P durchläuft dann eine Kurve, die von dem be- 
rühmten Maler A. Durer erfunden, und von ihm als Mascbellime be- 
nannt ist. — Bezeichnen wir noch OA mit a, so wird ihre Gleichung 

Sie ist also von der vierten Ordnung, hat zwei auf der Geraden 
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X + y =^ a liegende Doppelpunkte, von denen der eine aueh Spitze oder 
isolierter Punkt sein kann. Die Fig. 54 entspricht dem ersten Falle. 

TU. Bei manchen Fragen aus der Geometrie und der geometrischea 
Optik trifft man auf Kurven, die folgender analytischer Darstellung 
fähig sind 

im Falle [i = jt" sind es Kegelschnitte, jedoch für fi' ^ /i" heißen sie 
Cartesisclie Ovale und sind von der 4*°"' Ordnung. 

Vni. Eine Strecke von konstanter Länge / durchläuft mit ihren 
Endpunkten zwei aufeinander senkrechte Geraden OX und OY. Sie 
umhüUt dann eine Kurve 6^" Ord- 
nung, die sogenannte reguläre Ästro- 
ide (Fig. ö5). Ihre Gleichung lautet 

auf jeder der beiden Geraden hat 
sie zwei Spitzen, mit diesen als Dop- 
pelspitzentangenten. Wie sich die 
Verhältnisse ändern, wenn OX und 
OY nicht mehr senkrecht aufein- 
ander stehen, möge der Leser er- 
mitteln. 

IX, Gegeben zwei Kreise mit 
dem gemeinsamen Zentrum und 
den Radien c, und d<.c, ferner ein Punkt G und eine Strecke l (Fig. 56). 
Eine beliebige durch gehende Gerade ( schneide die beiden Kreise 
in C und D; die Gerade CG wird von dem um C mit / beschriebenen 
Kreise in zwei Punkten P geschnitten, die, wenn man t variiert, eine 
Kurve sechster Ordnung beschreiben, Erauioide genannt. Ist An- 
fang, OG die i/-Aehse, so haben, wenn wir OG mit g bezeichnen, die 
Gerade OG und der um D beschriebene Kreis bzw. die Gleichungen 

(csinqü — g)x — c-coatp -y -{- cg-cosp -^O, 
x^ -\- y^ — 2d(xoosfp -\- ysm<p) + ^ — P = 0. 

Durch Elimination von (p aus diesen beiden Gleichungen erhalt man 
die Gleichung der Kranioide. — Lassen wir gleichzeitig die Strecken 
d und l unendlich groß werden, so ist OP nichts anderes als das in 
auf dem Radius OC errichtete Lot (s. Fig. 57), und die Kurve wird 
dann von der vierten Ordnung, heißt Capricoruoide und hat die Gleichung 




(x^ + y^ — gx )' __ jf' y_« 



-0. 
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In dem noch spe- 
zielleren Falle g 
^ c wird sie zur 
geraden Stropho- 
ide (vgl. II), 

X. Bezeicl 
nen wir mit p, a 




die Polarkoordinaten eines Punk- 
tes der Ebene, mit S, eine belie- 
bige feste Strecke nnd mit /i eine beliebige reelle Zahl, so stellt die 
Gleichung p = fl-ainfioj 




eine ganze Familie von Kurven dar, genannt Rhodoneen oder Rosen- 
kurven, die alle den Pol als vielfachen Punkt haben, und die alge- 
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braiscli oder transzendent sind, jenachdem /i rational ist, oder nicht. 
Ist fi ganzaahlig, so besteht die Kurve aus /t oder 2/i getrennten Blät- 
tern, wie in Fig. 58, welche den Fall |it ^ 5 darstellt; ist ft gebrochen, so 
hat die Kurve verschiedene Formen von denen Fig. 59 den Fall fi = i 
darstellt. Wir empfehlen dem Leser die Kurve für noch andere Werte 
von it zu zeichnen und zu diskutieren.' 

XL In ähnlicher Weise stellen die Kurven g = B- tgjioj im Falle, 
daß /i rational ist, algebraische Kurven dar, die eine große Mannig- 
faltigkeit in der Gestalt darbieten, und die Knotenkupvea genannt 
werden. Im einfachsten Falle ^ = 1 erhalten wir die Kappakurve 
(vgl. Nr, III), für ji = 2 erhalten wir die Windmühle, die aus vier un- 
endlichen sich im Anfange schneidenden Zügen besteht. 

XII. Haben q, to, ^ dieselbe Bedeutung wie vorhin, und ist e eine 
Konstante, p eine beliebige Strectej so stellt die Gleichung 



eine ganze Familie von Kurven dar, die für ;i = 1 die 1 
sind, und im allgemeinen Kurven mit ft Bänchen genannt werden. 
Wenn l^i^lj iin^I nur dann besitzt die Kurve unendliche Zweige. 
Die entsprechenden Kurven zu zeichnen für verschiedene Werte von 
fi, sowie mit der Unterscheidung von 'e,^ 1, möge eine Übung für 
den Leser sein. 

Transzendente Kurven. 
189. I. Bezeichnen wir mit a und b zwei beliebige Strecken, 
80 stellt die Gleichung . ^ 

y = bsm — 

die sogenannte Sinnslinie dar. Sie sehneidet die »-Achse in unendlich 
vielen Punkten, mimlich in allen denjenigen, für welche x = ftjta, wo 
k eine ganze positive oder negative Zahl bedeutet; alle diese Punkte 
sind Wendepunkte. Da i sin- ! ^ 1, so liegen alle Punkte innerhalb 
des von den beiden Geraden y =^ ±b begrenzten Streifens. Die Kurve 
berührt diese beiden Geraden in allen Punkten, für welche x^h-^ 
ist, usw. — Daß die Kurve y = b cos — (Kosinnslinie) mit der vorigen 
identisch ist, erkennt man daraus, daß bei der Koordinatenverscbiebung 

X = — x' die eine Kurve in die andere übergeht. 

II. Die Gleichung 
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stellt eine Esponential- oder logaritli mische Knrve dar; sie erfreut sich 
der Eigentümlichkeit, daß ihre Subtangente konstant ist (i^ig. 60). 

m. Die allereinfachste Glei- 
chung zwischen den Polar koor diu a- 
tea p, GJ eines Punktes 




Kurve dar, die Arcliimedisclie Spirale (Fig. 61). Sie geht durch den Pol. 
Für (0 = 231 haben wir p = 2jia =- l, und für to = -^ ist o = -,- ■ 
Nehmen wir im Speziellen k == 2", so haben wir p = g^, und daraus 
ergibt sich eine einfache Art, beliebig viele Punkte der „ersten" Win- 
dung der Kurve zu zeichnen. In ähnlicher Weise lassen sich leicht 
Punkte der zweiten Windung zeichnen, der dritten, usf. Es ist wohl 
zu beachten, daß man, um die Kurve vollständig zu erhalten, für a 

auch negative Wer- 
te zii nehmen hat; 
dadurch entsteht 
dann ein zweiter 
Zweig der Kurve, 
der symmetrisch 
zum ersten liegt in 
bezug auf die Polar- 
aehse, auf der sich 
auch beide Zweige 
schneiden. 

IV. Transfor- 
miert man die archi- 
Radien, d. h, läßt man dem Punkte 
'^ = ta\ entsprechen, so erhält man die 




medische Spirale durch 
(ß, oj) den Punkt 
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hyperliolische Spirale, deren Gleichung 



lautet. Sie aagt aus, daß alle KreiBbogen um den Pol, von der Polar- 
achae bis zur Kurve geordnet, gleich lang sind. S. Fig. 62, die auch 
die Gestalt der Kurve ' " ' 



T. Gegeben ein Quadrat ÄBCD; um A beschreibe man mit ÄS 
als Radius einen Kreis {Fig. 63a) und lasse diesen Radius sich gleich- 
förmig um A drehen, wührend die Gerade BC sich gleichförmig par- 
allel zu sich selbst verschiebt; die Bewegungen seien derart geregelt, 
daß sie zugleich begiimen, und zugleich in die Lage AD ankommen. 
Der variable Schnittpunkt P dieser beiden Geraden beschreibt dann 
eine Kurve, die wegen ihrer Anwendbarkeit auf die Quadratur des 
Kreises und nach ihrem Erfinder die Qaadratrix des Binostratus heißt. 
Ist r die Seitenlänge des Quadrates, und sind AS und AD die Ko- 
ordinatachsen, so läßt sieh die Kurve darstellen durch 



^ = !' ■ ctg 27 " 

Sie besteht außer aus einem parabelähn liehen Zweige noch aus un- 
zählig vielen Zweigen rechts und links davon, die der Ko tangenskor ve 

ähnlieh sind, wie es die Fig. 63b 

zeigt. 




TL Ist c eine Strecke, ft eine Konstante, so stellt die Gleichung 
p — ce'"" 
eine Kurve dar, die unendlich oft um den Pol läuft, ohne ihn zu er- 
reichen. Es ißt die logaritliBiiselie Spirale (Fig. 64), die sieh einer 
großen Reihe merkwürdiger Eigenschaften erfreut, insbesondere bildet 
ihre Tangente mit dem Radiusvektor immer denselben Winkel. 
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Tu. Denkt man sich um eineu Ereis einen Faden gescblungen, 
und wickelt diesen ab, so beschreibt ein beliebiger Punkt des Fadens 
die sog. Kreisevolvente (Fig. 65). Man kann 
diese Kurve auch entstanden denken durch Rol- 
len einer Geraden auf einem festen Kreise; dann 
sieht man leichter, daß sie auf dem Kreise eine 
Spitze haben muß und aus zwei symmetrischen 
Zügen besteht. Sie kann dargestellt werden 

durch . , . ■ , 

cc = a ■ cos t -\- at • sin t, 

1/ = a ■ sin t — at ■ cos t. 

~ Vgl. auch Nr. 184 Schluß. 

VIII. RoUt ein Kreis ohne zu gleiten auf 
einer festen Geraden, der Basis, so besehreibt 
ein Punkt seiner Ebene eine transzendente Kurve, 
die Zykloide, und zwar eine gemeine, ver- 
längerte oder verkürzte, jenachdem der Punkt 
auf, außerhalb oder innerhalb der Peripherie liegt. (S. Fig. 66, wo 
0, P, Q die entsprechenden Lagen des Punktes sind,) Es sei G der 
Mittelpunkt des Kreises und etwa P der beschreibende Punkt in seiner 
tiefsten Lage ais Anfangslage. Die Basis nehmen wir als a:-Achse, das 
von P darauf gefällte Lot FO (das also durch P hindurchgeht), als 
y-Ächse; r sei der Radius des Kreises, d der Abstand des Punktes P 
von C. Sind nun C, F', 0' die entsprechenden Funkte in einer anderen 
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L^e und berührt der Kreis die Basis jetzt in K, so ist offenbar, wenn 
N der Fußpunkt des von P' auf C'C gefällten Lotes ist, 

arcO'Ä= OK, x^ OK-C'N, y= P' N + CK. 
Ist nun -^ O'C'K = <p, so ist offenbar 

arc OK = rrp, 
und 
P'A' -^ d-sinifp — ^ ) = —(?■ cos qs, C'N=d- cos (9) ~ t ) ='?-siniy, 

und somit ist 

X = rq> ^ d-sintp, y ^r — d- cos <p, 
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die pararaetrisclie Darstellung aller drei Zykloiden. Im Falle der ge- 
meinen Zykloide, d — r, wird diese zu 

X = r{ip — sin <f)), y = r(l ^ cos <p). 
Drehen wir die Achsen nm einen Winkel A und wählen den Anfangs- 
punkt in geeigueter Weise, so können wir die Darstellung auch so 
schreiben : 

X ^ da\aij} — ^rcos A, y = dcosi/f — ipr-siuX, 
X ^ dsinip — p-ip, y ^ dcos^ — q-iir. 

Dann ist "[/p^ -\- q^^ r, und die Zykloide verlängert, gemein oder ver- 
kürzt, jenaehdem Yp' -\- q^ '^d. Die verlängerte Zykloide hat unzählige 
Kotenpuukte, die gemeine unzählige Spitzen, die verkürzte unzählige 
Wendepunkte. 

IX. Ersetzt man in dem vorigen Falle die geradlinige Basis 
durch einen Kreis mit dem Radius R, so entsteht eine algebraische 
oder transzendente Kurve, jenaehdem - rational ist oder nicht; die 
entsprechende Kurve heißt Epizykloide oder Hypozykloide, jenaehdem 
sieh die beiden Kreise von außen oder 
von innen berühren, und verlängerte, ge- 
raeine, oder verkürzte, jenaehdem der 
besehreibende Punkt außerhalb, auf oder 
innerhalb der Peripherie des rollenden 
Kreises liegt. (S. die Fig. 67, in der 
— =— , und die gemeine Epizykloide 
vollständig gezeichnet ist, die verlängerte 
nur zum Teil punktiert.) Wir behalten 
die vorigen Bezeichnungen bei, nehmen 
aber als Koordinatenanfang den Mittei- 
punkt des festen Kreises, als a>AehBe 
die Gerade, die durch den Eerührungs- ^^ ' 

punkt A der beiden Kreise geht, wenn 

diese sich in der Lage befinden, daß der Punkt P auf der Zentrale OG 
liegt. Wir betrachten nun den beweglichen Kreis in einer anderen 
Lage und es seien C, P', A' die neuen Lagen, während die Berührung 
jetzt in S stattfindet. Dann ist: 

arc AB = aro J.' B, 
und wenn wir ^ AOB ^ rp, -^ Bü'A'= ip setzen, 

rij} ^ Jt(p. 
Nun ist die Projektion von OP' gleich der Projektion von OC plus 
der Projektion von C'P'. Es bildet aber C'P' mit Ox den Winkel 
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(^ -j. ^ — St, und es ist C — JS ± »", jenachdem wir ee mit der Epi- 
zykloide oder Hypozykloide zu tun haben, und somit erhalten wir, 
wenn wir auf beide Achsen projizieren, für die Koordinaten von P', 
die Gleichungen: 

X ^ {R±r) eos ip-^ d cos (ip + ip), 

p ^ (ß ± r) T 'hBin(ip ± ip), 
wo die unteren Vorzeichen sich auf die Hypozykloide beziehen. Man 
kann zweckmäßig einen der beiden Winkel, z. B. ip eliminieren und 
erhält dann die Darstellung aller zykloidischen Kurven bei Variation 
der Größe d als: 

X =^ {R±r) cos 9) + (i - cos ( ---7- (p\ 

y = {B ± r) sin tf, ~ d ■ am ( 'f'^fV 

X. Um zablloee andere transzendente Kurven zu erhalten, kann 
man sieh der Varignonschen Transformation bedienen, die in 
folgendem besteht: Es seien f{x,y) = die Gleichung einer Kurve F, 
und OM = X und MF ^ y die kartesisehen Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes von F. Man beschreibe nun um mit dem Radius a 
einen Kreia, der Ox in Ä schneidet, sowie einen zweiten mit OM. 
Alsdann lasse man dem Punkte P jenen Punkt P' des zweiten Kreises 
entsprechen, daß, vrenn L der Endpunkt des Radius OP' ist, sich 
verhalte ^^^ ^^-^ 

wo h eine gegebene Strecke sei. DurchBuft nun F die Kurve F, so 

beschreibt P' eine neue Kurve, die im allgemeinen transzendent ist, 

unter umständen auch wieder algebraisch sein kann. Sind p, <o die 

Polarkoordinaten von P', wenn ü Pol und Ox Polaraehse ist, so hat 

man offenbar , , 

X = Q, und y = h-G> 

als analytischen Ausdruck für diese Transformation, und es ist 

fin. >'•>) - 

die Polargleichung der neuen Kurve F'. So entsteht z. B. aus der Ge- 
raden Ax -f By -f = die Kurve Aq + Bka -\- C ^ 0, welche eine 
archimedische Spirale ist (S. 84); aus der logarithm Ischen Kurve 

y^ = e die log. Spirale Ira = e* (S. 85), usw. 

§ 5. Qraphisohe Kurven und Felilerkurven. 
190. Bei den Anwendungen, die die darstellende Geometrie in 
der Kunst und Technik erfährt, kommt es nicht selten vor, daß man 
mit einer Kurve zu operieren hat, deren analytische Darstellung un- 
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bekannt ist, oder nicht existiert; solche bezeichnet man mit dem Namen 
graphische Kurven. Für solche ist es unmöglich, mit mathematischer 
Genauigkeit die Tangente in einem Punkte zu konstruieren, oder wenn 
sie als Enveloppen von Geraden auftreten, den Berührungspunkt der 
Tangente, die Normale oder den Krümmungsradios usw. festzulegen. 
In Ermangelung exakter Methoden muß man daher hier zu gewissen 
Näherungsverfahren seine Zuflucht nehmen, die wenn wir die Nomen- 
klatur von Hachette annehmen, mit dem gemeinsamen Nameu Me- 
thode der Fehlerkurven bezeichnet werden. Bevor wir diese dar- 
legen, sei bemerkt, daß das Folgende nicht der theoretischen dar- 
stellenden Geometrie angehört, und daher für denjenigen, den praktische 
Anwendungen nicht interessieren, übergangen werden könnte. 

Aufgabe I. In einem bestimmten Punkte P einer graphischen 
Kui-ve die entsprechende Tangente zu konstruieren. 

Auflösung: Man beschreibe um P mit beliebigem Radius einen 
Kreis K (Fig. 68) und betrachte in ihm die Radien PB^, PB^, PB^ . . ., 
die die Kurve F iri A-^^, A^y -^a ■ ■ ■ schneiden, 
und trage auf ihnen nach Größe und Rich- 
tung die Strecken ab PC^ = A,B„ PC\ 
= A^B^ ... Der Ort J der Punkte (\, (\, 
Cj..., der die Fehlerkurvo heißt, schnei- ^ 
det K in einem Punkte, den wir B nennen, 
insofern er auf K hegt und f insofern er 
auf Ä liegt. Diesen Punkt veibinden wir 
mit P, und die Verbindungsgerade g treffe 
T in einem Punkte, den w ii j1 nennen wollen. 
Wegen der Definition von z/ haben wir auch ^' 

dem Sinne nach, PG = AB\ nun fällt B mit G zusammen, folglich 
auch A mit P, d. h. g ist Tangente in P an F. — Sollte P ein mehr- 
facher Punkt sein, so ftthi-e man die Konstruktion für alle durch P 
gehenden Kurvenzweige aus. Aus der obigen Konstruktion ergibt sich 
auch sogleich die Normale an eine graphische Kurve. 

Aufgabe II. Von einem Punkte P der Ebene an eine graphische 
Kurve die Tangente zu ziehen. 

Auflösung: In den meisten Fällen läßt die bloße Betrachtung 
der Figur einen endlichen Bogen der Kurve erkennen, innerhalb dessen 
der Berührungspunkt der gesuchten 
Tangente fallen muß. 

I. Man ziehe durch den Punkt 
P eine beliebige Sekante t, die den 
endlichen Bogen der Kurve in A und 

B schneidet (s. Fig. 69) und be- * ■'■ "" 

stimme den Mittelpunkt M dieser Strecke. Bei Variation von t variiert 
auch M und beschreibt einen Kurvenbogen, der den der graphischen 




Hosted by 



Google 



90 



II. Bach. Kurven. 





Kurve in dem gesuchten Berührungspunkte X trifft. — Dies Verfahren 
hat den Ubelstand, daß der Bogen der Hilfskurve ganz auf der einen 
Seite der gegebenen Kurve liegt, weshalb der Treffpunkt nicht leicht 
und sicher zu finden ist. Diesen Ubelstand beseitigt die folgende 
Methode. 

II. Man ziehe durch P wie vorhin eine Transversale (, die die 
graphische Kurve in A und B schneidet, und konstruiert nun über 
AB die gleichseitigen Dreiecke AB M und 
ABN. Dreht man nun t um P, so be- 
sehreiben die Punkte M und JV eine „Fehler- 
kurve" {s. Fig. TO), die den betreffenden 
Kurvenbogen in dem gesuchten Berührungs- 
punkte X der Tan- 
gente schneidet. 

III. Man zieht p 
durch P eine be- 
liebige Transver- 
sale t, die den Bo- 
gen der graphi- 
schen Kurve in A 
^'^ '*"" und£trifift, dann '^ 

trägt man nach entgegengesetzten Seiten parallel zu einer festen Rich- 
tung d die Strecken A C und BD ab gleich (oder auch proportional) 
mit der Sehne AB. Dreht sieh nun t um P (s. Fig. 71), so beschreiben 
die Punkte C und D eine Linie, die Fehlerkurve, die offenbar die 
Kurve in dem gesueliten Berührungspunkte X schneidet. 

Anmerkung: Diese Konstruktionen erfordern keine besonderen 
Modifikationen, wenn der Punkt P im ünendhchen liegt, also kann 
man auch die zu einer bestimmten Richtung parallele Tangente 
an eine graphische Kurve ziehen. Die letzte Methode ermöglicht auch 
den Berührungspunkt aufzufinden, wenn die Tangente der 
graphiaehen Kurve gegeben ist. 

Äafgabe III. Von einem Punkte P an eine 
graphische Kurve die Normale zu ziehen. 

Auflösung: Die Untersuchung der Figur 
läßt unschwer den oder die Bogen erkennen, 
innerhalb deren der Fußpunkt der Normalen zu 
Buchen ist. 

I. Methode. Man beschreibe um P als Zen- 
trum mit einem hinlänglich großen Radius einen 
Kreis, der die Kurve in A und B schneidet (s. 
Fig. 72). Man bestimme die Mitte M des Bogens 
AB. Variiert man nun jenen Radius, so beschreibt M eine Kurve, die 
die gegebene in dem gesuchten Fußpunkte X der Normalen trifft. Dies 
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; das unter I bei der vorigen 



Ige aber 




Verfabren hat denselben Übelstand, 
Aufgabe angegebene. 

IL Methode. Man. beginne wie vorhin 
auf PA und PB von A und B aus in e 
die Strecken AA^ und liB^ gleich (oder auch pro- 
portional) AB ab. Variiert man jetzt den Radius des 
Kreises um P, so variieren auch A^ und B^, indem 
sie eine Fehlerkurve beschreiben, die die gegebene in 
dem gesuchten Punkte X trifft. 

lU. Methode. Kennt man eine Konstruktion der 
Normale für jeden beliebigen Punkt der Kurve P und 
will die Normale von einem gegebenen Punkte 
F der Ebene haben, so kann man eine andere Fehler- 
kurve ^ brauchen. Man nehme nämlich einen belie- 
bigen Punkt in der Ebene von F, verbinde ihn mit 
einem beliebigen Kurvenpunkte Jlf und bestimme den 
Punkt .A^, in dem die Gerade OM durch die Parallele geschnitten wird, 
die durch P zu der Normale in M gezogen ist. Bewegt man M 
auf r, so beschreibt N die Kurve i/, deren Schnitt mit jT den Fuß- 
punkt der von P gezogenen Normalen liefert. 

Anmerkung; Falls der Punkt P im Unendlichen liegt, läßt sich 
die Aufgabe sofort zurückführen auf die, die Tangente in einer be- 
stimmten Richtung zu finden. 

Aufgabe IV. Für eine graphische Kur- 
ve r den Kriimmungskreis in einem ge- 
gebenen Punkte P zu konstruieren. 

Auflösung: Man beginne zunächst 
mit der Konstruktion der Normalen n im 
Punkte P (vgl. Schluß der Aufg. I) und 
betrachte dann die Kurvenpunkte A^,A^,.. 
auf der einen Seite von P und B^, B^. . . 
auf der anderen Seite (Fig. 74). Die Mittel- 
senkrechte auf PAi schneidet n in einem 
Punkte A\, der Mittelpunkt eines Kreises 
ist, der T in P berührt urtt sie in ^^ 
schneidet; in gleicherweise entsprechen j's <* 

den Punkten A^, . . ., B^, B^ . . . die Punkte A\, . . . B\, B\_, .... 
Man errichte nun in diesen Punkten auf der einen Seite von n die 
Senkrechten J.\Cj = PJ.J, A'^D^^PA^... und nach der anderen 
Seite B'Jy^^'PB^, C\Dl = 'PB^ . . .. Der geometrische Ort der 
Punkte Cj, G^ . . . B^, D^ . . . ist eine Linie (Fehlerkurve), die n im 
Punkte schneiden möge. Der um mit OP beachriebene Kreis 
berührt nicht nur F in P, sondern schneidet auch von ihr ein Stück 
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ab von der Länge Null. Folglich ist der Krünimungsmittelpunkt 
für P. 

Zur Übung! Man koDstriiiere die gern ei na amen Tangenten zweier graphi- 
schen Kurven, 

g 6. Graphische Darstellung der ebenen Eurven, nach den 
Methoden der darstellenden Georaetrie. 
191. I. Nach der Mongeschen Methode. Um eine ebene Kurve F 
zu individualisieren, kann man ihre Ebene T^[t^, t^] angeben und 
eine Projektion, etwa J", die dann entweder vollständig im Grundriß 
gezeichnet ist oder geometrisch definiert. Zu jedem Punkte P' im 
Grundriß kann man dann nach Nr. 16 den Aufriß P" bestimmen: der 
Ort der Punkte P" ist dann die zweite Projektion von F. In derselben 
Weise kann man auch, wenn F" gegeben ist und t, zu F gelangen. 
— Zur Bestimmung von F kann auch eine Projektion (etwa F') ge- 
geben sein, und drei Punkte von der anderen Projektion; weitere 
Punkte lassen sieh dann nach dem in Nr. 26 angegebenen Verfahren 



Die Tangente an die Kurve im Punkte P hat natürlich zu Pro- 
jektionen die Tangente von F' in P', baw. von F" in P". 

Eine beliebige Ebene (r = [Si,Sa] schneidet die Kurve in einer 
Gruppe von Punkten; um diese zu finden konstruiere man die Gerade 
*• = öT. r' schneidet F' in den Horizontalprojektionen jener Punkte, 
aus denen sieh die Vertikalprojektionen ergeben. 

In ähnlicher Weise wird eine Gerade l ^ ((', l") von einer ge- 
wissen Gruppe von Tangenten getroffen. Um diese zu finden, braucht 
man nur den Punkt L = It zu konstruieren; die von L' an F' ge- 
zogenen Tangenten sind die ersten Projektionen der gesuchten Linien, 
die zweiten ergeben sich leicht. 

II. Nach der Methode der Zentralprojektion. In diesem Falle ist 
die bequemste Art die Kurve festzulegen, die, daß man ihre Projek- 
tion F' und ihre Ebene t = [(«'] angibt, dadurch ist, wie sich aus 
Nr. 56 ergibt, jeder Punkt P von F völlig bestimmt, ebenso die zu- 
gehörige Tangente, indem sie in t liegen und die Tangente von F 
in P' zur Projektion haben muß. Die <Bchnittpunkte der Kurve mit 
einer anderen beliebigen Ebene, sowie die von der Kurve an eine ge- 
gebene Gerade gehenden Tangenten, ergeben sieh in ähnlicher Weise 
wie vorhin. 

III. Kach der Methode der kotierten Ebenen. Um eine Kurve 
nach dieser Methode festzulegen, kann man ihre Projektion angeben, 
sowie die Ebene der Kurve durch ihre Neigungsskala bestimmen. Statt 
der letzteren kann man auch drei Punkte der Kurve durch ihre Koten 
angeben, wodurch ebenfalls ihre Ebene bestimmt ist (vgl. Nr. 99 u. 97). 
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Welches nun auch die Darstellungsmethode aei, in allen Fällen 
wird man die wahre Gestalt und Größe der Kurve erhalten, wenn 
man ihre Ebene in die Projektionsebene umlegt. 

Zar Übung: I. Ein Kreia mit dem Radius r berührt alle drei Ebenen eines 
Mongeschen Systems in Punkten, die gleichweit von den Achaen entfernt sind. 
Welches eibd aeine Projektionen? — II. Welches ist die Zentralprojektion einer 
Eissoide, deren Spitze im Projektionszentrum, deren Wendeasjmptote in der Ver- 
seil windunga ebene liegt? — III. Projiziere eine Sinuslioie auf eine zu ihrer 
Ebene senkrechte Ebene, die durch die a;-Aehae geht, wenn das Zentrum in einer 
dazu senkrechten durch die j/-Aoliae gehenden Ebene liegt. — IV. Die Projektion 
einer Kurve sei eine Archimedische Spirale e=^aoj; der Anfang habe die Kote 0, 
der Schnitt der Polarachse mit der ersten Windung die Kote a, der da,zu senk- 
rechte Vektor schneide die erste Windung in einem Punkte mit der Kote 2a. 
Wie sieht die ursprüngliche Kurve aus? 



Zweites Kapitel. 

Raumkurven im allgemeinen. 

g 1. Kurven als geometrisehe Orter von Punkten. 

192. Bewegt sich ein Punkt im Räume nach einem bestimmten 
Gesetze, indem er dabei oo^ verschiedene Lagen einnimmt, so ist der 
Ort der von ihm eingenommenen Lagen im allgemeinen eine krumme, 
und nicht ganz, einer Ebene angehörende Linie, man nennt sie eine 
Raumkurve oder Kurve doppelter Krümmung. 

Wir wollen eine derartige Kurve mit f bezeichnen und ein be- 
liebiges kartesisches rechtwinkliges Koordinatensystem nehmen; sind 
dann z, y, g die Koordinaten eines beliebigen Punktes von T, so sind 
X, y, z nicht konstante, sondern etwa mit der Zeit t variable Größen, 
also Punktionen von t, was wir in der Symbolik der Änalysis da- 
durch ausdrücken, daß wir schreiben 

«-«(), s-iC). '-«') (1) 

In diese Gleichungen können wir statt t auch eine andere unabhängige 
Variable t einführen, die mit t durch eine Beziehung wie 

verknüpft ist. Dana werden die Gl. (1) zu 

X = %{^{x')), y = ^{_<p(t)), S = U<p{r)), 
oder kürzer: 

x-l(,), s-^W, »-iW, 

WO die I, ^, £ Symbole von drei neuen Funktionen sind. Da diese Glei- 
chungen von derselben Form sind wie (1), so folgt daraus, daß 1. es 
nicht nötig ist, daß in Gl. (I) die Zeit die unabhängige Vaiiable sei, 
2. aus einer analytischen Darstellung vom Typus (1) sich unzählige 
andere ergeben, indem man irgend eine Vertauschung der unabhängigen 
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Variablen vornimmt. Diese Variable, durch deren Funktion die Ko- 
ordinaten der Kurvenpunkte ausgedrückt werden, hat aucli im Baume 
den Namen Parameter erhalten, und die analytische DarsteEung vom 
Typus (1) heißt parametrisehe Darstellung. Umgekehrt: nimmt 
man beliebig drei Gleichungen Tom Typus (1), so wird dadurch eine 
Kurve im Räume bestimmt. Je zwei der Gleichungen (1) zu- 
sammengenommen stellen dann nach Nr. 177 die Projektionen 
der Raumkurve auf die Koordinatebenen dar. 

Die Allgemeinheit der Funktionen |, ij, £ wollen wir dahin be- 
achräuken, daß ihre Koeffizienten reelle Zahlen seien, und daß sie im 
allgemeinen stetig seien, und Ableitungen der betrachteten Ordnungen 
für alle Werte der Variablen, die in die Rechnung eintreten, haben. 

Wir betrachten zugleich mit T eine Ebene Jt, deren Gleichung 

Äx+Jiy + G0 + D = 

sein möge, und woUea untersuchen, ob es Punkte gibt, die f mit 
dieser gemeinsam hat. Solche entsprechen offenbar jenen Werten des 
Parameters t, für die 

A-m+S-ri(t) + C-t{t) + D=0 .... (3) 
Da diese Gleichung im allgemeinen eine bestimmte Gruppe Ton Wurzeln 
hat, so sieht man, daß es auch im allgemeinen eine bestimmte dislsrete 
Gruppe^) von Schnittpunkten der P mit jt gibt. Es kann aUerdinga 
auch eintreten, daß (2) identisch befriedigt wird; alsdann liegt die 
Kurve T in der Ebene ^. Folglich ist die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß die Kurve (1) eben sei, die, daß es 
vier Konstanten A, B, C, D giht, von der Beschaffenheit, daß (2) 
identisch (in bezug auf t) befriedigt wird. 

Zum Beispiel: Mau zeige, daß die Kurve 

df, (' + rö, f + rf, ' '' ''«(' + d^ 1 4- ä, ' d^t^-^d,t-\-di 

welche Weite auch die o, , . . d, haben , und beetiiame 

Bezeichnen wir mit ds den unendlich kleinen Bogen zwischen 
den Punkten mit den Parametern t und ( -f- dt, so haben wir nach 
bekannten Formeln aus der analytischen Geometrie 

ds^ = dx^ + dy' + ds^ = W(ßf + ^f + l'W] ät\ 
oder , -- ___-_ . 

/i-yi-(t)'+m' + ((!)'■ 

Wenn wir daher als Parameter ( die Bogenlänge s selber nehmen, so 



1) Die Elemente einer diskreten Gruppe entprechen den Woizeln e 
algebraischen oder tranSEendenten beatinunten Qleicbiiiig. 
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wird = 1, lind alsdanu identisch in bezug auf ( 

m' + i'W + m'-h 

im vorliegenden Falle genügen außer dieser Identität die Funktionen 
I, ij, g auch allen denjenigen, die sich hieraus durch Differentiation 
nach ( ^ s ergeben, z. B. |'^" -j- ^'v" + t^" — 0, usw. 

193. Wir betrachten jetzt auf f die beiden Punkte P und Q 
mit den Pai-ametern („ und ;,. Die sie verbindende Gerade heißt eine 
Sehne der Eaurakurve, und sie hat, wenn x, y, z die laufenden Koordi- 
naten sind, die Gleichungen 

_£^^(U _ y ->i(t,) _ g-e(i,) ,„, 

l(*,)-^(« n{h)-n%) m-tiK) W 

Setzen wii- voraus, daß in ihr X, y, s gegeben seien, so lassen 
sich aus ihr i^ und ^^ bestimmen, und das zeigt uns, daß im all- 
gemeinen durch jeden Punkt des Ranmes eine diskrete Gruppe von 
Seknen der Ranmknrye hindurckgehen. Infolge der Annahme über 
die Funktionen %,, -q, t, werden die Lösungen der Gl. (3) reell oder 
paarweise konjugiert imaginär sein; den ersteren entsprechen reelle 
Sehnen von f, den letzteren ideelle Sehnen, d. h. Sehnen die nicht 
in reellen Punkten die f treffen. Ausnahmsweise kann es auch vor- 
kommen, daß zwei verschiedene Werte von t^ und \ des Parameters t 
zu demselben Kurvenpunkte führen; dann wird sein 

SA)-«'.), i(«-'j('.), 5ft)-SA), 

während (, 4= ^ot ^'^ diesem Falle werden die Gleichungen (3) identisch 
befriedigt, und jener Punkt heißt ein Doppelpunkt der Raum- 
kurve. Allgemeiner; wenn r Werte des Parameters, den Funktionen 
\, 71, i denselben Wert geben, so haben wir es mit einem vielfachen 
(r-fachen) Punkte zu tun. 

Verfahren wir ähnlich, wie wir es (Nr. 180) in der Ebene getan 
haben, halten den Punkt P fest und lassen den Punkt Q sich ihm 
unendlich nähern und sehen zu, ob dann die Gerade PQ einer be- 
stimmten Lage zustrebt. Wir setzen zu diesem Zwecke t^^t^ + h, 
wo h eine Große ist, die wir nach Null hin konvergieren lassen. 
Da nun 
1(^0 + h) - ^{Q = H\t^ + e,Ä), ri{t^ + h) - 7,(t^) = Ä^X^o + ^2^), 

i(h + h)-tiQ^kt(ta+e,h), (4) 

wo die 9 Zahlen zwischen und 1 sind, so kann man die Gl. (3) 
auch schreiben als 

|'(t„ + 0,A) VCo + ö,'') rCo + ös^)' 
und folglieh wird für den Grenzwert h = 
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"". (5) 

oder auch |i « - l(#o) y — n{Q ^ - t(ßa) jl _ q 

i! i'ft) v(« r(i.) Ii ■ 

Da nun die Existenz der Ableitungen von §, ij, J vorausgesetzt 
ist, so strebt die Gerade PQ im allgemeinen einer bestimmten Lage 
zu und heißt dann die Tangente in dem betreffenden Kurvenpunkte. 
Dieser Schluß scheint hinfällig zu werden, wenn für ( = iß zu gleicher 
Zeit die drei Ableitungen von |, tj, % verschwinden. Um zu sehen, 
was dann eintritt, woUen wir, ganz allgemein vorgehend, annehmen, 
daß für t = % alle Ableitungen der Funktionen |, ij, t, bis zur (r — 1)'™ 
zu NuU werden, jedoch nicht alle r'™ Ableitungen.^) Alsdann bestehen 
an Stelle von (4) die Gleichungen 

woraus sich beim Übergang zur Grenze ergibt, daß auch in diesem 
Falle die Tangente existiert, aber die Gleichungen bat 

oder 

I S"'(« i'"(« 5">(Ü ' 

Die Gleichungen (5) oder (5') können auch dazu dienen, die 
Tangenten an die verschiedenen Kurven zweige, die durch eiaen viel- 
fachen Punkt der Kurve gehen, zu bestimmen. 

Ist tg der Parameter desjenigen Kurvenpunktes, dessen zugehörige 
Tangente die Gerade mit den Koordinaten p^ . . .^»34^) triift, so be- 
steht die Gleichung 

I Pu Pu Ihi 

,r(g v(*o) rc^! 

Da dieses eine bestimmte Gleichung für t(, ist, so folgt daraus, daß 

1) Es ist leictt zu sehen, daß r eine endlicha Zahl ist, wenn J, jj, J keine 
Konstanten sind. 

2) Wie bekannt, sind diese Größen den Determinanten proportional, die aus 
folgender Matrix entstehen 

|a^ 2/1 ^, 1 

wo (3^1, y,, 2.) (a™,!/-.,^.) zwei Punkte der Geraden sind. 



(5-) 

■0. 
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die Tangenten einer Raumtnrve, welche eine gegebene Gerade des 
Raumes treffen, eine diskrete Grnppe bilden. 

I94-. Die im Vorigen angestellten Betrachtungen sind augea- 
selieinlicl! eine Erweiterung der früher über die ebenen Kurren und 
ihre Tangenten gemachten Bemerkungen. Die folgenden Betrachtungen 
aber, die auf der Räumlichkeit der Kurven, darauf daß sie nicht eben 
sind, beruhen, haben keine Analogien mit dem Früheren. 

Wir betrachten das Ebene ubüschel, das die Tangente p im Punkte 
P mit dem Parameter t^ als Achse hat. Jede seiner Ebenen nennt man 
eine Berührungsebene der Kurve, und diese kann als djarch die Ge- 
rade p und einen beliebigen Kurveiipunkt Q bestimmt angesehen wer- 
den. Stellen wir nna vor, daß auch Q auf der Kurve liege und sich 
auf dieser bewegend dem Punkte F unendlich nähere: wird alsdann die 
Ebene pQ einer bestimmten Grenzlage zustreben? Um dieae Frage 
zu beantworten, nehmen wir die Gl. (5) der Tangente in dem Punkte 
P der betrachteten Kurve. Die Koordinaten eines beliebigen von P 
verschiedenen Punktes R dieser Tangente haben einen Ausdruck von 
folgender Form 

»-««.) + 9 ■«'((.), »-icy + s-VÄ), o -«« + ?■?(«, 

wo e + ist. 

Die durch P, R und den KurTenpunlit Q mit dem Parameter 
tf, + h gellende Berührungsebene liat die (jieicliung: 

X y z 1 

«« •!*) «« 1 

SA + 'O l(»o + '') SA+») 1 

oder, nachdem wir den Falttor p + beseitigt haben 

%-liQ y~n(t,) 2 -SÄ) 

r(Ü ./Ä) r&) :-0. 

«(.+;.)-l(<,)-ftr(i). ')('.+*)-i('.)-'"j'W. 5('.+*)S('.)"''5'Ä) 

Nun ist 

i((, + s) - SA) + irc) + j' r'A + »,*), 

wo < öj < 1, daher 

«<, + ») - l(« - ''l'l«.) - 5i f ■('« + 9.'')! 
für i; und % bestehen ebensolche Beziehungen. Daher kann die vorige 
Gleichung nach Tilgung des Faktors 07 auch geschrieben werden als 
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I ^-i(Q y-n{Q ^~UQ \ 
r(g n\Q £U) 1 = 0. 

I rc^o + ^i^) V'('o + ö,s) rCo + ö^Ä) I 

Lassen wir nun A auf zustreben, also den Punkt Q auf den Punkt P, 
so geht diese Gleichung über in 

^~m,) y-¥.h) '-UQ 
: l'{>,) VÄ) r(« '-0 (7) 

r-{<.) v'(Q r(ü 

Da nun dieses eine im allgemeinen bestimmte Gleichung ist, so 
stellt sie eine vollständig bestimmte Ebene dar; die fragliche Grenz- 
lage existiert daher tatsächlich, und die durch (7) dargestellte Ebene 
heißt die Sehmiegungs- (oder 05kalations-)Ebene der Kurve 
im Punkte mit dem Parameter f^. 

Wenn man in Gl. (7) x, y, z als bekannt ansieht und („ als gesucht, 
so kann sie dazu dienen, diejenigen Schmiegungsebenen der Kurve zu 
bestimmen, die durch den Punkt mit den Koordinaten x, y, 3 gehen; 
es folgt hieraus, daß darch jeden Punkt des EanmeK im fülgemeiueit 
eine diskrete Gmppe von SchmiegBiigsebenen an eine beliebige Ranm- 
knrve gehen. 

Anmerkung I. Der Abstand ö des Punktes M mit den Koordi- 
naten X, y, z Ton der Ebene (6) wird bekanntlich gegeben durch 

{"-HQ »-,{« «-5(« 

«-I r(« i'A) e(h)\--D 
i TA) v(« r(ü 

wo der Kürze wegen 

f.) VA) TA)!' 

gesetzt wurde. 

Nehmen wir insbesondere an, daß M ein dem Kurvenpunkte P 
benachbarter Punkt sei, etwa der dem Parameterwerte i„ + h ent- 
sprechende, 80 erhalten wir seinen Abstand von der Ebene, wenn wir 
in den obigen Ausdrücken statt x, y, s setzen |((^ -|- A), ijC« + Ä), 
t,{t^ + Ä). Setzen wir nun an Stelle dieser Ausdrücke ihre Entwick- 
lungen nach steigenden Potenzen von h und machen in den Resultaten 
einige leichtere Reduktionen, so erbalten wir 

,. rw VA) rA) 

-D-*-ir! TA) VC.) rA)!+ , 

r"&) <i"Ä) r"A) 

wobei die nicht ausgeführten Glieder als Faktoren höhere als die dritte 
Potenz von h enthalten. Ist nun A sehr klein, so ist das Vorzeichen 



-'Vm 
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von Ö dasselbe wie von A^, also aucli wie von h; wenn demnach h 
sein Vorzeichen wechselt, so tut es auch S. Hieraus folgt, daß die 
Punkte der Kurve, die eich in der Umgebung von P befinden, teils 
auf der einen, teils auf der anderen Seite der Schmiegungsebene be- 
finden; mit anderen Worten: Die Sduniegungsebene übersehueidet 
die Kurve (im Gegensatz zur Tangente einer ebenen Kurve, bei der 
im allgemeinen alle Punkte in der Nähe des Berührungspunktes auf 
derselben Seite der Tangente liegen; vgl. Nr. 179). 

Anmerkung H. Identisch wird die Gl. (7) für solche (exzeptionelle) 
Punkte, für welche 

'! r(g viQ £'W!i_o 

:l n^ n'XQ V{Q ! 

Eine Linie, bei welcher in jedem Pnnlcte die Schmiegungsebene 

unbestimmt ist, mnß eine Gerade sein; in der Tat, wenn für alle 

Werte von t ... .. .. 

|_ _ ^ _ £_ 

r" r( r 

ist, und man bezeichnet den gemeinsamen Wert dieser Verhältnisse 
mit ^,, wo p eine Funktion von ( ist, so hat man 

§"p'- §'p"=o, V>'— ^V' = o, t9 — Kq'—^, 

oder 

dt\^ 1 ' dt\e / ' dt\Q J ' 
folglich 

^'= dp', rj'= 6p', t =cp, 

wo a, bj c drei Konstanten sind. Integriert man von neuem, so be- 
kommt man 

I = ap -I- «(,, jj = 6p 4- 6o' i = '^Q + ^o> 
wo «u, 6o, Cg neue Konstanten sind. Die fragliche Linie hat also folgende 
parametriache Darstellung 

3; = ap + dg, ^ = &p -f Öq, s = cp + Cfi 
ist also eine Gerade, wie behauptet war. 

Anmerkung III. Es kann der FaU eintreten, daß für einen Punkt P 
aUe Ableitungen der Funktionen |, rj, g bis zur r*'" versehwinden, 
also die l", 2**, 3" . . . (r — 1)", nicht aber alle die r'*", femer wohl 
alle die (r + 1)*«», (r + 2)'*"' . ./(r + s- 1)'™, nicht aber aUe (r + s)""; 
dann ergibt sich, durch eine den früheren ähnliche Überlegung, daß 
nun die Schmiegungsebene dargestellt wird durch 

^-1(0 y-vih) ^-Uio) 

j r'(0 VKW t'-KQ =0. . . . (T) 
I n^+"(g v+'>('o) e"-+"(0 
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Anmerkung IV. Ein uneüdlich ferner Punkt einer Raumkurve 
wird im allgemeinen eine bestimmte Tangente und eine bestimmte 
SchmiegungBebene haben; nun können drei Fälle eintreten; 1. Sowohl 
diese Gerade als auch jene Ebene liegen im Endlichen. 2. Die Tangente 
liegt im Unendlichen, nicht aber die Schmiegungsebeno. 3. Beide Ele- 
mente liegen im Unendlichen. Somit erhalten wir drei Arten unend- 
licher Zweige der Raumkurven, die wir bzw. bezeichnen als hyper- 
bolische, parabolisch-hyperbolische, und als parabolische 
Zweige. 

195. Die Schiniegungsebene in einem Punkte (/p) an eine Kurve 
r kann auch definiert werden als eine solche Ebene, die f in drei, 
in jenen Punkt zusammenfallenden Punkten, schneidet. Nämlich, ist 

^[« - |((.)] + B[i, - ,((.)] + Cy - «(.)] - 
die Gleichung einer durch jenen Punkt gehenden Ebene, so muß wegen 
der genannten Bedingung sein 

Ai\t,) + S<l'lQ + Cf(f,) - 0, und Äi"(t,) + Bf{t,) + CriQ - 0. 
Eliminieren wir hieraus A, S, G, so gelangen wir wieder auf Gl. (7), 
womit die Behauptung bewiesen ist, — Man kann aber auch fragen, 
ob es Ebenen gibt, die in einem Punkte t = t^ vier zusammenfallende 
Schnitte mit V haben; in diesem Falle muß noch sein 

Ar(g -f -BV"(0 + *?r(ü = <>■ 

Damit nun die drei Gleichungen zugleich bestehen köimen, muß sein 

r(« vft) f(« 

l"Ä) v"(Q TA) -0 (8) 

r"Ä) ?"'ft) r(« 

Aus dieser Gleichung für („ lassen sieh die Parameter zur Be- 
stimmung derjenigen Punkte finden, für die jene Bedingung zutrifft. 
Diese heißen dann stationäre oder Stillstands-Punkte, die ent- 
sprechenden Osknlationsebenen ebenfalls stationäre oder Stillstands- 
Ebenen, sie sind die Analoga zu den Wendepunkten einer ebenen 
Kurve. Es ergibt die Gleichung (8), daß eine Ranmkurve im allge- 
meinen eine diskret« G^rnppe von Stillstandspunkten (bzw. Ebenen) hat. 

196. Ebenso wie bei den ebenen Kurven (vgl. Nr, 183) so gibt 
auch hei einer Raumkurve f der von den Tangenten in den End- 
punkten P und Q eines Bogens gebildete Winkel, die Ablenkung der 
Kurve von der geraden Richtung auf die Länge dieses Bogens an. 
Das Verhältnis zwischen dem Bogen eines größten Kreises der Kugel 
Tom Radius 1, der zwischen den zu jenen Tangenten parallelen Radien 
liegt, und dem Bogen FQ der Kurve V heißt die mittlere Krüm- 
mung der Kurve. Nähert sich nun der Endpunkt Q dem Punkte P 
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bis auf eine unendlich kleine Entfernung, so strebt dies Verhältnis 
einem, im allgemeinen bestimmten und endlichen Grenzwerte zu, der 
die (erste)*) Krümmung der Kurve im Punkte P heißt, und dessen 
reziproker Wert der Krümmungsradius ist. Um die Existenz dieses 
Grenzwertes nachzuweisen und rechnerisch zu bestimmen, dient ein 
dem in Nr, 183 ähnliches Verfahren. Bezeichnen wir den Wert mit 
-s, so findet sich 



(9) 



"r =^ , , — 3:^7 — „ , a ' oder -^ =- 

Viim^ + v'lif + V(t)^ [ruf + n"W + VWf] - U'(u"{t) + ri-(t)n'\t) + r orw]"] 

ein Ausdruck, dessen Analogie mit dem von (17) in Nr. 181 offenbar 
ist. Nimmt man insbesondere die Bogenlänge s als Parameter, so ist, 
weil dann (vgl. Nr. 190) identisch 

und demzufolge 

rwr(<) + v(<)<i"(<) + r(i)r(o-o; 



§ 2. Einhüllende von co^ Ebenen. 

197. Wir haben gesehen, daß wenn eine Kurve im Räume als 
Kontinuum von co^ Punkten gegeben ist, dadurch 1) oo^ Geraden be- 
stimmt sind, nämlich die Tangenten dieser Kurve und 2) eine Reihe 
von oo* Ebenen, nämlich die Schmiegungs ebenen der Kurve. Jede 
Tangente kann als Verbindungslinie zweier unmittelbar aufeinander- 
folgender Punkte, jede Schmiegungsebene als Verbindung s ebene (zweier 
unmittelbar aufeinanderfolgender Tangenten, oder) dreier unendlich 
naher Punkte der Kurve aufgefaßt werden. Daher schneiden sich zwei 
aufeinanderfolgende Schmiegungsebenen in einer Tangente, und drei 
solche in einem Punkte der Kurve. Läßt sich nun dieses Gebilde, das 
aus oo^ Punkten besteht, co' Geraden und oo' Ebenen liefert, nicht 
anch entstanden denken, indem man umgekehrt von einer stetigen 
Folge von oo' Ebenen auegeht? — Um diese Frage zu beanworten, die 
offenbar analog der in Nr. 184 behandelten ist, beachten wir, daß eine 
derartige Ebenen-Folge immer durch eine Gleichung folgender Art dar- 
gestellt werden kann: 

1 der zweiten Krümmung oder Torsion, worüber 
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^(t).x + i^{t)-y + xit)-0+a,(t)^O . . . (10) 

wo <p, ^, X, a> Tier gegebene Funktionen der unabhängigen Variablen 
t (des Parameters) bedeuten. Wir betrachten nun die Lagen jr^, und n^ 
der bewegliehen Ebene, die den Werten t^ und t^ + h des Parameters t 
etitspreehen; die Gerade, in der sie sich schneiden, wird dann durch 
das System der beiden Gleichungen 

q>{t,)-x + M.Qy + x{t^)-0 + «((,) = 0, 
9it^+l>)-x + iit,+ h)-y + x{to + fi')-^ + <^{to+h) = 
dargestellt. Nehmen wir nun an, daß h eine sehr kleine Große sei, 
und öj, ögj ^3J ^i Größen seien zwischen uad 1 gelegen, so ist 
y(;^ + A) = fp{Q + Äy'Co + Öj/O, i^(*o + A) = HQ + ft^'ik + Öa'O 
Z(<0+ Ä) - X{Q + H'(t, + ÖsÄ), «(;„ + A) = «(((,) + Ä«-(<o + Ö4Ä); 
folglich wird die zweite der beiden vorigen Gleichungen zu 

[<p{Q-x + ^(t,)-y + x{to)-^ + '«m 
+ hWik + ^J') ■ ^ + »^'(^o + ÖgÄ) ■?/ + xih + Ö3'') ■ « + «■('o+ ^i'')]=0. 
und wegen der ersten jener Gleichungen ist 

Wenn nun li gegen Null konvergiert, mit anderen Worten, wenn Jt, 
sich der n^ unendlich nähert, so geht die Gerade nr^jr^ über in die 
durch die beiden folgenden Gleichungen dargestellte 

Bei Variation von t^ stellt dieses Gleichungspaar eine Reihe von 
00^ Geraden dar, von denen jede — aus einem Grunde den wir in 
Kap. IV des folgenden Ruches erkennen werden — die Berührungs- 
gerade der Ebene {t^} der Folge (10) mit ihrer eigenen Einhüllenden 
genannt wird. — Wir betrachten nun den Punkt P, iu welchem die 
durch (11) dargestellte Gerade g von der Ebene ;t, geschnitten wird, 
die in jener Folge dem Parameter ( = („4-/* entspricht; die Koordi- 
naten jenes Punktes erhalten wir, wenn wir das System der Gleichungen.^ 
gebildet aus (11) und der folgenden nach x, y, z auflösen, nämlich 

if,{tf, + 70 ■ a; + V(^o + T») ■ 2/ + Z('o + A) ■ ^ + ra(^ + A) - 0. 
Nehmen wir an, daß h sehr klein ist, so können wir diese ersetzen durch 
W{Q-x + t{t^)ii + x{Q^ + Mt^)^ + hW{Q-x + i^\Q-y + x'{Q-^+<»\ky\ 

+ V![y"('o+eiÄ>a;+'^"{^o+Ö2Ä>i/-|-x"((o+ e3A)-2+<o"(fo + 04Ä)] = O, 
oder, wenn wir die Gl. (11) berückBichtigen: 

¥'{k + Qjtyx + iA"((o + Qih)y + x'ih + ^a'O-^ + ^'\k + ^J^) - ^>- 
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Lassen wir nun die Große A gegen Null konvergieren, so erhält 
der Punkt ^t^g eini» im allgemeinen bestimmte und einzige Lage, näm- 
lich die des Punktes, de&sen Koordinaten man durch Auflösung des 
Systems der drei Gleichungen 

fito) ^ + HQ ii + x(0-^ + «Co) = ö, ] 

tp'it^yx + tXQ-y+zit^Y^+to'iQ =<i,\ ■ ■ (12) 

erhält. Nun nimmt mit Variation von t^, der Punkt eine Reihe von 
oo^ Lagen an, deren geometrischer Ort eine Kurve ist, deren para- 
metrische Darstellung durch Auflösung der Gl. (12) nach x, y, B sieh 
ergibt, und an die die Geraden (11) Tangenten, und die Ebenen (10) 
Schmiegungsebenen sind. Dies ließe sich auch durch eine Rechnung 
zeigen, die wir der Kürze wegen unterdrücken wollen. — Indem wir 
so den umgekehrten Weg wie früher eingeschlagen haben, sind wir 
von neuem zu dem System bestehend aus oo' Punkten, oo^ Geraden, 
oo^ Ebenen gelaugt, das wir vorhin untersucht haben. Dies System 
ist daher zu sich selber dual, und daher entsprechen sich seine de- 
skriptiven Eigenschaften und seine Elemente paarweise nach dem Ge- 
setze der Dualität im Räume, z. B. den vielfachen Punkten entsprechen 
vielfaehe Schmiegungsebenen usw. 

Die oo^ Punkte der co^ Geraden des Systems bilden eine ab- 
wickelbare Fläche, für welche, wie wir später sehen werden, 
die Ebenen des Systems Berührungsebenen sind. Die gegebene Kurve 
bildet für die Fläche eine sog. Rückkehrkante; weshalb sie so heißt, 
ergibt sich aus folgenden Bemerkungen: Wir schneiden die abwickel- 
bare Fläche mit einer beliebigen Ebene %, die Sehnittkurve X wird 
umhüllt von den oo^ Geraden, in denen die % die Ebenen des Systems 
schneidet. Der Kurve .£ gehören insbesondere auch die Punkte an, 
in denen die ursprüngliche Kurve T die % sehneidet. Es sei nun P 
ein solcher Punkt: insofern er der Kurve T angehört, ist er der Schnitt- 
punkt dreier aufeinanderfolgender Schmiegungsebenen; insofern er dar 
gegen der Kurve Z angehört, gehen durch ihn drei aufeinanderfolgende 
Tangenten dieser Kurve, also dürfen wir schließen (vgl. Nr. 184), daß 
I' ein Bückkehrpunkt der Kurve I ist. Wir sehen also, daß alle Punkte P 
der Kurve f für alle, in den durch sie hindurchgehenden Ebenen liegen- 
den Schnittkurven der abwickelbaren Fläche Rückkehr punkte sind, und 
somit verdient T den Namen „Rückkehrkante". 

§ 3. Projektion einer Kaurakurve von einem Funkte auf eine Ebene. 
198. Wir nehmen wieder die Betrachtung der Kurve T auf, die 
dai'gestellt wird durch die Gleichungen 

^ = 1(0- 2/ = ^(0- ^ = £(0 . . • • (1) 
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und denken uns diese von einem beliebigen Punkte C(a, h, c) auf eine 
beliebige Ebene projiziert. Als solche dürfen wir ruhig die xy-Ehene 
nehmen, weil ja über die Lage des Koordinatensystems in bezug auf 
die Kurve und den Punkt C gar keine besonderen Bedingungen gestellt 
sind; wir erhalten dann eine Kurve f, deren parametrisehe Darstellung, 
wie leicht zu erkennen, folgende ist 

Befindet sich das Projektionszentrum im unendlich fernen Punkte 
der Geraden, die die Riehtungskosinusse cos a, cos ß, cos y bat, ao er- 
halten wir an Stelle von (2) die Gleichungen 

»^-«')-^«0, !<-?(fl-^«')-- ■ ■ (3) 
Im speziellen, wenn wir orthogonal auf die a;j/-Ebene projizieren 
(a ^ ß ^ y); ^** wird die Kurve f, wie wir schon wissen (Nr. 192), 
einfach dargestellt durch 

" - m, y - i(t) (*) 

Die rechten Seiten der Gfl, (2) bzw. (3) woUea wir der Kürze halber 
einfach als ip(i) und x(<) darstellen. 

Hat nun die Kurve f einen Doppelpunkt D, der den Werten t^, 
und (^ des Parameters t entspricht, so muß sein 

5(« - ««, 1Ä) - •!('.), SC.) - 5(',) 

und infolge dessen ist auch (p(to) = ipiii), zCo) "" x(ßi)i infolge dessen 
ist auch die Projektion D' von D ein Doppelpunkt von f. Aber ein 
Doppelpunkt von T' kann auch dadurch entstehen, daß ein Projektions- 
strahl r zwei (oder mebrmal) trifft, also dadurch, daß eine Sehne von 
r durch C geht. Da nun (vgl. Nr. 193) im allgemeinen eine bestimmte 
Gruppe solcher Sehnen durch geht, so besitzt die Projektion einer 
Karve doppelter Kriimmnng; im allgemeines immer Doppelpunkte, und 
ist deswegen eine spezialisierte Kurve, wie sieb aus Nr. 181 ergibt. 
Knoten entstehen durch reelle Sehnen, isolierte Punkte durch ideelle 
Sehnen (vgl. Nr. 193)^). Man kann ferner sagen: Ein Doppelpunkt ia 
der Projektion einer Ranmknrve kann nur entstehen entweder als 
Projektion eines Doppelpunktes der ersteren, oder als Spurpnnkt einer 

1) Eh kann Torkommen, da,ß die Projektion einer Kurve einen Zweig ent- 
hält dei ganz iub isolierten Punkten besteht Betrachtet man z. B. die Kurve F, 
m der ein K,egel mit ier Spitze C eine bei Kugel schneidet; im allgemeinen werden 
unzähbge Eizeugende die Kugel ui reellen Punkten schneiden, unzählige andere 
sie nicht achneiden lede dieser letzteren liefert einen isolierten Punkt, infolge 
loBsen haben wir einen reellen Zweig von r , als Projektion eines imaginären 
Z eiges von r Es kann auch lorkommen daß eine ganz imaginäre Kaumkurve 
als Projektion ti.q emPm I eatimmten Punkte aus eine reelle Kurve hat. 
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darch das ProjektionszentTiiin gehenden, die Kurve zweimal schnei- 
denden Sehne, sog. scheinbarer Doppelpunkt der Eaumknrve. Inder 
der Tat, wenn ein Punkt von f doppelt ist, so muß es {vgl. Nr. 183) 
ein Wertepaar (q, t^ des Parameters t geben, derart, daß 

oder wegen (2) 

f {(,) - <: S{to) - c ' i(h) -e J Co) - c ' 

nun können diese Gleichungen, wie folgt, geschrieben werden: 
a - g(t„) _ b-nlt,) _ c -t(0 
a-i(f,) 6-jj>,) c^fft)' 

augenscheinlich werden sie, wenn 

lA) - Ift), i(t.) - ift), SA) - m. 

identisch befriedigt, d. h. wenn (^, (j die Pai-ameter eines Doppelpunktes 
TOD r sind; im allgemeinen drücken sie aus, daß die zwei Kurven- 
punkte tu und t^ mit dem Projektionszentmm C in gerader Linie liegen; 
der Satz ist also erwiesen. 

199. Die Gleichung der Tangenten von f ergeben sich aus ihrer 
parametrischen Darstellung (2) oder (3), also 

\ X — a y ~b — c 1 

J(()~« n(i)~i 50-« -»■ 

reo v'w t'(t) 

oder 

\x-m y~ri(f) >-m 

! coa ß cos /J coB y 

rw v(o a*) 

Nun stellt diese Gleichung die Spurlinie der die Tangente in P an P 
von C aus projizierenden Ebene mit der 3;^-£bene dar, folglich: Die 
Projektion der Tangente einer Eaunikurve V in einem Punkte P ist 
zugleich die Tangente an die Projektion \" in dem Punkte _P', der 
die Projektion von F ist. Es ist zu beachten, daß dieser Satz nicht 
umkehrbar ist; nämlich wenu eine Gerade o' in der Bildebene Tangente 
an r' ist, so bedeutet dies nur, daß die Gerade g in der g' projizieren- 
den Ebene liegt. Nun ist diese Ebene aber eine Beruhrungsebene der 
Kurve V; betrachtet man daher zwei Projektionen der Kurve V, etwa 
r' und r", und sind g' und g" Tangenten an V bzw. f" in Punkten, 
die die Projektion des nämlichen Punktes P von T sind, dann ist 
die zugehörige Gerade g, ^ sie der Schnitt zweier Tangentialebenen 
im nämlichen Punkte P von V ist, sicherlich eine Tangente von T in P. 
Der obige Satz gilt auch für jede Tangente in P, wenn dieser ein 
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vielfacher Ponkt ist. Ist z. B. P ein Knoten mit zusammenfallendea 
Tangenten, so ist P' im allgemeinen eine Spitze (vgl. Nr. 200). 

Wenn die Tangenten in zwei verschiedenen Punkten von F in 
derselben projizierenden Ebene liegen, so hat die Projektion f die 
Spur dieser Ebene in der Bildebene als Doppeltangente. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß der Punkt von T', der dem Para- 
meter t entspricht, ein Wendepunkt der Kurve (2)^) sei, und daß 

AX+BY+C==0 
die Weiidetangente sei; dann müssen (vgl. Nr. 179) die Gleichungen 
bestehen 

Ä[_a-m -c-^it)] +S[h-i(t) -c-Tjit)] + C[£(() - c] = 0, 

Aia-t'it) -c-r(/)] +B\b-ai) -o-n'm +Ci\i) ^0, 

^[«■£"(0 - e-r'(0] + ■Bp'-r'(o - c-i?"(0] + c-r'(0 - o. 

Eliminiert man hieraus die A, B, C, so findet man 

o-rw-'-r» S'rco - «-reo no |-o> 
o-s"(o - »-r'w s-rw - cx\t) ro 

oder nach einigen leichten Reduktionen 

'-«') »-•)(') i-m\ 
reo VW r« '-o. 
r(f) v'(o r'C) 

Diese Gleichung dient zur Bestimmung der Werte der Parameter, die 
den Wendepunkten in der Projektiouskurve entsprechen; nun sagt uns 
diese, wenn wir sie mit Gl, (7) in Nr. 194 vergleichen, daß diese Punkte 
die Projektionen derjenigen Punkte von V sind, deren zugehörige 
Schmiegungsebenen durch das Projektionszeatrum G{a, h, c) gehen; 
also: Um die Wen(Iepnnkte der Projektionen einer Ranmkurve zn er- 
halten, brauclit man nur die Schmie^ngsebeneH vom PpojektioBszen- 
trum aus anzulegen und deren Berührungspunkte zu projizieren. Um- 
gekehrt: läuft die Bestimmung der Schmiegungsebenen von einem 
Punkte an die Raumkurve darauf hinaus, in der Projektion auf eine be- 
liebige Ebene von diesem Punkte aus die Wendepunkte zu bestimmen. 

200. Das vorhin erhaltene Resultat läßt sieh auch in folgender 
Weise ausdrücken: Legt man das Projektionszentrnm in die Schmie- 
gnngsebene einer Raumknrve T im Punkte jP, so hat die Projektion 
r' den Punkt F' als Wendepnnkt, und die Spur jener Schmiegungs- 
ehene ist die Wendetangente. Hingegen ergibt sich aus den Betrach- 
tungen auf S, 95: Legt mau das Projelffionszentrura anf die Ver- 

1) Ähnliche Überlegungen köüDeii auf die Kurve (.1) angewendet werden. 
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Mndnngslime zweier beliebiger Punkte -P und Q einer RaHinkurve, 
so hat die Projektion r" die Projektion _F= (/ als Doppelpankte; 
die zugehörigen Tangenten sind die Projektionen der beiden Tan- 
genten in P und Q an die Ranmknrve. 

Es entstellt ]imi noch die Frage: Wie verhält sieh die Knrre V 
in J*", wenn wir das Projektion szentmm C auf die Tangente an T 
in P legen? — Bezeichnen wir, nm dies zu beantworten, den Parameter 
des PuakteB P mit (g, dann nehmen die Koordinftten von C die Ge- 
stalt an (vgl Gl. 3). 

« = 1(0 + pI'Co), ^-niQ-^Q- v'(io\ c = ^(foi + P ■ i'(to) (5) 
und die Gl. (2)^) liefern dann als Koordinaten von P' 



I V{t„) !((„) 



KU-^-^' 



i'(« •nt.) 
rji.) £(1.) 



Wir differenzieren Gl. (2) und erhalten dann 

«1(0 r(i) 



<p'(<) - 



I« m t'(t) 

11 



/(<) - 



i. ,(1) ,'(()l 
^.1» SC) rwl' 



(«) 



p) 



Ersetzen wir hierin o, b, c durch die aus (5) stammenden Werte, 
und ( durch t^, so sehen wir, daß dann 



»■■(«-0, i(to)-o, 



(8) 



und dies zeigt uns, daß P' eine Spitze wird.^) Es soU nun noch 
die Spitzentangente gesucht werden. Zu dem Zwecke beachten wir, 
daß eine zweite Differentiation von (7) liefert: 



'■(') 



> IC) «Ol 

11 1 



"[«>)-«]• 



1 



«0 


rc) 


tit) 


rc) 


1 






wo der Striche! ' die Ableitung nach t bedeuten soll; oder wegen (7) 

I« 1(0 r(0|' 

-p (0 - ~ ^(ö^, - + [j(ö^^= , '^ ^(0 ^ (0 1 ■ 

1 1 
Setzen wir nun an Stelle von a und c ihre Werte (5), lassen t zu 
ig werden und berücksichtigen auch die Gl. (8), so erhalten wir 

1) Ähnliches gilt TOn Kurve (S). 

2) Dies Beaultat ließ eich auch voraussehen, wem 
Anfang dieser Nr. gewonnenen Sätzeu den Übergang z 
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r(i.)' ! s-ft) rc.) I 

I gleicher Weise > ■ ■ ■ . ■ (9) 

•)'(« n'\k) I 

s'Ä) r(« I \ 

Es ist aber die Gleichung der Spitzentangente 
1 - tC.) ü-lC.) 
»>■■«■) ~ flf'l ' 
und daher wegen der für q>"(i,)) und x'(0 gefuadeneii Werte 

^riulfd.) t(t.)l '•^fiol £•(!.) Kl.) 
|r(i.) r(i,)| !n'(<.) i"(<,); 

!£•('.) r(f,): ifd.) r'dji 

oder nach einigen leichten Umformungen 

r(« VC.) r(« i-a 
r'ft) v'iÄ) r(<.) 

Diese Gleichung steüt nun die Schnittlinie der Oskuktions ebene des 
Punktes P mit der xy-'Ehene dar; folglich kann man sagen: Projiüiert 
man eine Kanmknrve T von einem anf irgend cinei' ihrer Tangenten 
(die sie in P berühren möge) gelegenen Pnnkte anf irgend eine 
Ebene, so erhält man eine Kurve f, die in I*' eine Spitze hat; 
die Spitzentangente ist der Schnitt der Schmiegnngsebene in JP mit 
der Bildebene. Wenn daher das Projektionszentrum nicht auf einer Tan- 
gente liegt, so wird die Projektion keine Spitzen haben, es sei denn, 
daß r selber eine Spitze hätte. 

201. Zwischen der Krümmung -^ einer Raumkurve T in einem 
Puntte P und der ihrer Projektion f in dem entsprechenden Punkte 
P', nämlich — , besteht eine wichtige Beziehung, die man leicht nach- 
weisen kann, wenn man, was ja erlaubt ist, als Bildebene die a;?/-Ebene 
des kartesisehen Systems nimmt, auf welches die Kurve bezogen wurde. 
Ist nämlich die parametrisehe Darstellung von f die folgende: 

^-m, »-i(«), '-tif), .... (1) 

wo s den Bogen bedeutet, und sind a, h, c, die Koordinaten des Pro- 
jektionszentrums C, so wird ja, wie wir sahen, T' dargestellt durch 

«=1"f. j---Hf (ä) 

wobei wir uns einer einfacheren Schreibweise bedient haben. Ist nun 
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p der Abstand des Punktes C von der Sehmiegungsebene in P, so ist 
nooli ÖL (9') S. 101 

\a-i r r-i ,™ — ^- 



oder umgekelii-t 



a-i r r 



Nennen wir nun den Spurpunlit der Tangente in P an F mit der 
arj/Ebene T, und bezeiclinen die Längen von TP und TF' mit l und 
r, so findet man unschwer 



_g|C(«-i) r-(»- 



■ r 



Nacbdom dies festgestellt, folgt 
metrisclien Darstellung von T' 



ai. (17) S. 72 und der para- 



.,» smiilK"-B£'-('-»rj' + l(!'-i)r-(c-E),Ti' 



und daher wegen der ■ 



{c-tr ^ 

isen Formeln 



5-f(t) (">) 

Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen r und M. Aus ihr geht hervor: 

I. Soll r = sein, so muß auch T == sein, d. h. die Tangente im 
Punkte J* muß durch das Projektionszentmm gehen; alsdann ist P' 
eine Spitze von F', was mit den früheren Ableitungen in Überein- 
stimmung steht. 

II. Soll hingegen r = ao werden, so muß (da ja l nicht gleich 
Null werden kann, weil P nicht auf der Projektionsebene liegt) p^O 
sein; d. h. die Schmiegungsebene in P muß das Projektions Zentrum 
enthalten; alsdann ist P' ein Wendepunkt, was ebenfaUs mit den früher 
erhaltenen Resultaten übereinstimmt. 

III. zeigt die Gfl. (10): Habe« zwei Kurven iü einem gemein- 
samen Pnnkte dieselbe Tangente und dieselbe Schmiegnngsebene, so 
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ist das Verhältnis ilirer Krnnuunngen in jenem Punkte gleich dem 
Verhältnisse der Krümmungen ihrer Projektionen von einem beliebigen 
Zentrum anf eine beliebige Ebene. 

Betrachten wir ferner eine zweite Raumkurve r^, die ebenfalls T' 
zur Projektion hat, und zwar derart, daß die Tangente im Punkte P,, 
der dem Punkte P entspricht, gleichfalla den Spurpunkt That, dann ist 

■■- _ --- t'y. 

kombiniereH wir diese Foiniei mit der vorigen (10), so wird 

^=P.(JJ]' (11) 

-Kl Pi U, / ^ ' 

Es ist dies eine wichtige von Peancellier^) entdeckte Formel, die eine 
elegante Beziehung zwischen den Krümmungen in entsprechenden Punk- 
ten P, Pj zweier auf demselben Kegel gelegenen Baumkurven darstellt. 
Hier sind dann p und p^ die Abstände der Kegelspitze von den Schmie- 
gungsebenen in P und P^, während l und l^ die Abstände dieser Punkte 
Ton dem Schnittpunkte der zugehörigen Kurventangenten sind. 

Aus der Formel (10) läßt sich für den Fall der Orthogonal- 
projektion eine andere herleiten. Ist n die Bildebene, t die Schmie- 
gungsebene im Punkte P von F und s die Gerade :zr, so hat man 
allgemein c _ Bin (Cs, si) 

7-«n{Cs,T)' 
folglich, wenn C iu zu jr senkrechter Richtung ins Unendliche gfht, 
so geht das Verhältnis — über in - r; dagegen wird in diesem 
Falle das Verhältnis y der Kosinus des Winkels der Tangenten t, t' 
an r und T in P, P', das ist der Winkel, den t mit der Bildebene 
3t macht. Wir erhalten daher die Beziehung 

i^-^^l^k ^^^^ 

und diese drückt den folgenden Satz von BellaviÜs aus: Die KrÜm- 
mnngen in zwei entsiireeheuden Punkten einer Ranmkurve and ihrer 
Orthogonalprojektion verhalten sich wie der Kubus des Kosinus des 
Winkels zwischen Tangente und Bildebene zum K4)sinus des Winkels 
zwischen Sehmiegniigs- nnd Bildebene.^) 

Zur Übung: Man leite diesen Satz direkt ab. 

§ 4. Algebraische Bauiukurven. 
202. Wir nennen eine Raumkurve nur dann algebraisch, wenn 
sie von jedem beliebigen Punkte des Raumes durch einen algebraischen 

1) EelaMon entre tes rayons de courbure d'une courle et de sa peispect've- 
Nouv. Ann. de Math. B. XX, 1860. S. 427—429. 

2) Leziani di geometria descrütioa (Padova, 1861) S. 241. 
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Kegel projiziert wird. Aus dieser Definition ergibt sieb, daß alle Pro- 
jektionen einer algeliraischeu KanmkuFve auch algebraische ebene 
Kurven sind. 

Eine algebraische Itaumkurve kann ebenso wie jede andere, in 
karteaischen Koordinaten, vermittels eines Parameters t durch Glei- 
chungen von folgendem Typus dargestellt werden. 

':-m, 9-1«, ^-m (1) 

Die Gerade, die den Punkt P mit dem Parameter t von dem C(a, b,c) 
aus projiziert, hat die Gleichungen 

X~a _ r— b ^ _Z-_c 

wo X, Y, Z die laufenden Koordinaten sind. Die Dift'ereuzeii a — |(i), 
h — ij((), c — i(t) können aufgefaßt werden als homogene Koordinaten 
der dem Strahlenbiindel mit dem Zentrum C zugehörigen Geraden CP, 
alsdann ist diese Gerade Erzeugende eines algebraischen Kegels und 
daher können (s. S. 76) ihre Koordinaten ah rationale Funktionen 
zweier Parameter u und v, die durch eine algebraische Beziehung ver- 
knüpft sind, ausgedrückt werden. Es bestehen demnach Gleichungen 
von folgendem Typus 

oder wegen Gl. (1) 

i^-kl,^ii^.ly «»'') = »■ 

Bezeichnen wir nun mit — r den gemeinsamen Wert dieser drei Bruch- 
funktionen (der eine Funktion von x, y, s, m, « ist), so erhalten wir 
a; = tt 4-r-^(M, d), y^h-^- 't-%{u,v), ^ = c -1- t ■?('(«, u). (2) 

Eliminieren wir nun aus der ersten, zweiten und vierten Gleichung 
die Parameter u und v, so erhalten wir die Gleichung der Projektion 
der gegebenen Kurve auf die a:j/-Ebene; diese wird, da die Kurve alge- 
braisch ist, auch algebraisch sein, und dies erfordert, daß r eine alge- 
braische Funktion von M und v sei, so daß eine Gleichung besteht 

von der Form , , ^ 

m(m, V, r) = 0, 

wo üj das Symbol -einer ganzen rationalen Funktion bedeutet. Um die 
Natur dieser Funktion genauer zu bestimmen, betrachten wir wieder- 
i den Kegel, der die Kurve von dem Punkte C aus projiziert. Seine 
L lassen sich durch folgende Gleichungen darstellen: 

»(.,„) j(...) »(«,.)' '^"'''' 
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Folglich kann der Kegel selbst durch die Gleichungen dargestellt 
werden: 

wo u, V mit den Erzeugenden variieren, während q von Punkt zu 
Punkt auf einer und derselben Erzeugenden variiert. Da nun C ein 
beliebiger Punkt des Raumes ist, so gibt es auf jeder Erzeugenden im 
allgemeinen nur einen einzigen Punkt der Kurve. Vergleichen wir 
übrigens die Gleichungen (2) der Kuive mit den Gl, (3) des Kegels, 
so sehen wir, daß, um den Punkt der eriteien, der auf einer Erzeugen- 
den des letzteren liegt, zu erhalten, es genügt p = r zu setzen, r muß 
also eine eindeutige Punktion von u, v sein, und dies bedingt, daß die 
Gleichung a{u,v,T) = 0, weil ]a /"(h, = sein muß, sieh immer 
auf die Form zurückführen läßt 

j(,.,»)-T.»(«,.)-0, 

WO g und h ganze Polynome in u, v sind. Die GL (2) werden dann 

wo die rechten Seiten rationale Punktionen der Parameter sind. Aus 
allem diesen ergibt sich nun der folgende Satz: Jede algebFaische 
Rauraknrve kann dnreh drei Gleielmngen von der Form 

x=0{u,v), y= X(m, v), z ^ 'F(m, v), . . (4) 

dargestellt werden, wo *, X, ^, die Symbole rationaler Punktionen 
sind, nnd die Parameter u nnd v dnrch eine Gleichnng 

f(»,«)-0 (5) 

miteinander verknüpft sind, wo / ein ganzes Polynom in u, v ist. 

Aus einer derartigen analytischen Darstellung lassen sich unzählige 
andere herleiten, indem man die m, v gleich zwei anderen beliebigen 
rationalen Funktionen zweier neuer Parameter setzt. Diese Willküi' 
kann man vorteilhaft benutzen, um zu Formeln von möglichster Ein- 
fachheit zu gelangen. 

Bemerkenswert ist der Fall, daß die Funktion f(u, v) linear ist. 
Alsdann kann man sie benutzen um v zu eliminieren, und man erhält 
dann Gleichungen von der Form 

wo diese neuen Funktionen ebenfalls rational sind. In diesem Falle 
heißt die Kurve selbst rational^ oder auch uuikursal. 

203. Aus dem dargelegten, wirklich fundamentalen Satze lassen sieh 
viele wichtige Folgerungen ziehen. Eliminieren wir ans drei beliebigen 
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der Grleichimgen (4) und (5) u und v, so erhalten wir vier Gleichungen 
von folgendem Typus 

P(i,, 0) = 0, 6(7, x) = 0, R(x, y) = 0, F{x, y, s) == 0, 

wo die ^ ... F ganze rationale Sanktionen ainil. Jede TOn diesen 
stellt eine durch die Kurve gehende Fläche dar; die drei ersten sind 
Zylinder, deren Erzeugende parallel den Koordinatachaen sind. Im all- 
gemeinen ist, nm die Knrve vollständig zu individuiilisleren, es nötig, 
alle vier zn betpachten; in besonderen Fällen können jedoch Identi- 
täten hestehen von der Form 

wo Pj . . . Fj neue rationale und ganze BVnktionen sind, und dann er- 
fordert die vollständige Darstellung der Kurve nur drei oder zwei 
Gleichungen von obigem Typus. 

Zugleich mit der durch Gl. (4) und (5) dargestellten Kurve T be- 
trachten wir eine beliebige Ebene e, etwa die durch 

Az + By + C0 + D = O 
dargestellte, und wollen ihre Schnittpunkte mit f bestimmen. Offenbai' 
entsprechen diese jenen Werten von h, v, die den beiden Gleichungen 

A-0(u,v) + S-X(u,v) + C-W{u,v) + n^O und f{u,v)^0 
entsprechen. Nun ist dieses ein bestimmtes System algebraischer Glei- 
chungen, hat also eine bestimmte, endliche, von dem Werte der Koeffi- 
zienten A, S, C, D unabhängige, Zahl von Lösungen. Dies zeigt uns: 
Eine algebraische Raumknrve wird von allen Ebenen des Raumes 
in derselben endlichen Zahl von Punkten geschnitten. Diese Zahl 
heißt die Ordnung der Kurve, und wir wollen sie, wie üblich, mit 
dem Buehataben n bezeichnen. Insbesondere hat eine Banmkurve h*^' 
Ordnung n unendlich ferne funkt« (reelle und imaginäre zusammen- 
genommen). 

Es sei f die Projektion der Kurve f auf eine beliebige Ebene a 
von einem beliebigen Zentrum C aus, dann wird T eine ebene Kurve von 
gewisser Ordnung n sein, wo n also die Zahl der Punkte ist, in denen 
r' von einer beliebigen in n gelegenen Geraden g geschnitten wird. 
Da nun diese Punkte die Projektionen derjenigen Punkte sind, in denen 
r von der Ebene Cg geschnitten wird, so ist ihre Anzahl n. folglich 
«'=-«. Dies läßt sich auch so ausdrücken, daß man sagt: Die Pro- 
jektion einer Raumkurre «"' Ordnung von einem beliebigen Punkte 
des Raumes aus ist eine algebraische Kurve von derselben Ord- 
nung n. Diese Ordnung vermindert sich auf n — d, wenn die Raum- 
kurve rfmal durch das Projektionszentrum geht. 

204, Die Sehne, die die beiden Punkte F(u,v) und Q{ii-\-h,v-\-ii) 
verbindet, hat die Gleichung 
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X — *(«,ii) y -Jr(M 

¥iu + h. V + 1) — *(m,o) X{u + h,v-\-k)-' X{u,v) *^(M-f A, v+k) - 

wobei /■{», (!) = 0, /"(m + h,v + Ic) = 0. 

Lassen wir hierin h und Ä gegen Null konvergieren, so bekommen wir 

die Gleichung der Tangente. 

/( nnd k 



--PCM 



Nun ist aber für ein unendlich kleines 



0(u + h,v + ]c)- 
uod daher 



*(«.,) = |j* + 



8f 



?* + £* 



s/7. 



8f 
51.8» 


i 


8<p 8q. 
8i 8i 


Sf 8. 
8i> 


dv 


-of df 
8« iS 



a>(« + ;i,t.+i) -(!>(«, «)-* 



ähnliche Ausdrücke erhält man für i/' und %, und daher entstehen für 
die Darstellung der Tangente im allgemeinen folgende Gleichungen: 



\SX dx[ 



f(u, v) - 0. 



ef df 



8/" 



\if if \ 



(B) 



Stellen wir nun die Bedingung, daß diese Gerade eine beliebige Gerade 
des Raumes treffen soll (vgl. Nr. 193, Gl. (6)), ao erhalten wir zwei 
algebraische Gleichungen in m und v, die eine ganz bestimmte Zahl 
Ton Lösungen haben, die unabhängig von der Wahl der Geraden ist. 
Dies beweist uns: Jede Gerade des Raumes wird von einer hestimmten 
Zalil von Tangenten einer algebraischen Kurve getroffen. Diese Zahl 
heißt der Bang der Kurve und wir wollen sie mit dem Buchstaben 



Es sei nun wieder f die Projektion von T auf eine beliebige 
Ebene % von einem beliebigen Zentrum G aus, Ist dann v die Klasse 
von r', so gehen von jedem beliebigen Punkte von ji v Tangenten 
an r'. Jede dieser Tangenten ist offenbar die Projektion einer Tan- 
gente von r, und zwar einer solchen, die die Gerade CO trifft, und 
daher wird im allgemeinen !■'= SV sein. Hieraus ergibt sich: Die Pro- 
jektion einer algebraischen Ranmkurve ist eine lügehraisclie ebene 
Knrve, deren Klasse gleich dem Range der ersteren ist. 

205. Die Gleichung der Schmiegungsebene im Punkte (m, v) der 
durch (4) und (5) dargestellten Kurve ergibt sich gemäß Gl. (7) in 
Nr. 192 als 

j % - 0{u, v) y- X{u, v) s- W{u, v) 






•0, 
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WO die Ableitungen berechnet werden müssen unter Beräcksiehtigung 
des UmstandeB, daß v die durch f(u, v) = bestimmte Funktion Ton 
it ist. Setzen wir ganz allgemein 



V- y- i) 



- 1>{<0, f), 



so erhalten wir nacli einer leichten Beclinung als Gleichung der Schmie- 
gungsebene die folgende: 

I - «(«, v) y- X(u, v) 2 - «•(», ») 



JX.9, f) D{*, f) 



Dil, n m, f) 



- 0, m 



welche Gleichung man sich immer mit f{u, v) = verknüpft zu denken 
hat. Denkt man sich nun umgekehrt in (7) die x, y, s als gegeben, 
M und « als Unbekannte, so erhält man ein bestimmtes System von 
algebraischen Gleichungen, das eine endliche, von x, y, s unabhängige 
Zahl von Lösungen hat. Es ergibt sich hieraus, daß von allen Pnnkten 
des Ranmes eine hestimmte endliche Zahl von Schmiegnngsebenen an 
eine Ranmknrve gelegt werden können. Diese Zahl entspricht wegen des 
Dualitätsgesetzes derjenigen, die wir als Ordnung bezeichnet haben; 
sie heißt daher die Klasse der Knrve, und wird gewöhnlich mit v be- 
zeichnet. 

Ist wieder V die Projektion von f von C aus auf sr, so entsteht 
jeder Wendepunkt von V durch eine durch (J gehende Schmiegungs- 
ebene; also haben wir den Satz: Die Projektion einer algebraischen 
Ranmknrve d'" Klasse von einem beliebigen Zentmm ans ist eine 
ebene Knrve mit v (reellen oder imaginären) Wendepunkten. 

Damit ist eine bemerkenswerte Abhängigkeit zwischen den cha- 
rakteristischen Zahlen für eine Baumturve und den entsprechenden für 
die ebenen Kurven aufgestellt, die sich sowohl für die Untersuchung 
der einen wie der anderen nützlich verwenden läßt. — Schließlich sei 
bemerkt: Die Projektion V' wird im allgemeinen keine Spitzen haben 
(s. Nr. 200, Schluß), jedoch wohl Doppelpunkte. Nun entstehen die 
letzteren (vgl. Nr. 198), durch die durch das Projektions Zentrum lau- 
fenden Sehnen; hat dieses die Koordinaten a, h, c, so ist die Zahl d 
der Doppelpunkte gleich der Anzahl der Lösungen dt 
stimmten Systems von Gleichungen in %,»! und Hj,) 
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a — ^ (ui , Vi) 6 — X(% . V,) _ e— ^(w., v,) 

/■{«,, V,) ^ 0, f{u„ V,) = 0. 

% 5. GrapMsohe Darstellung der Haumkurven. 

206. Mongesche Methode. Um eine Kune f in doppelter Ovtho- 
gonalprojektion darzustellen, pflegt man ihre beiden Projektionen V 
und r" zu geben, sowie das Korrespondenzgesetz, das zwischen den 
Punktepaaren besteht, die Projektionen desselben Kurvenpunktes sind. 
Im allgemeinen ergibt eich dieses Gesetz aus der Konstruktion der 
beiden Projektionen selbst, in anderen Fällen ist es aber unumganj^- 
lich, die Beziehung in irgend einer Weise genau anzugeben. Besteht 
sowohl r' als auch T" aus einem einzigen, kontinuierlichen Kurven- 
zweige, so kann man, wenn ein Paar entsprechender Punkte A', A" 
gegeben ist, alle übrigen bestimmen infolge der Kontinuität der Kurven- 
zweige. Bestehen hingegen [" sowohl wie f" aus r Kur venzwe igen, 
80 ist von jedem der zusammengehörenden Zweige ein Paar entspre- 
chender Punkte anzugeben, damit man die übrigen Paare bestimmen 
könne. 

Welcher Art nun auch das Gesetz der Korrespondenz sein mag, 
in jedem Doppelpunkte der Korrespondenz fallen die Projektionen des- 
selben Kurvenpunktes zusammen, und daher stellen diese die Schttitte 
der Kurve r mit der zweiten Halbiernngsebene dar (vgl. Nr. 6); von 
diesen Doppelpunkten sind einige, jedoch im allgemeinen nicht aUe, 
solche, in denen F' und F" sich schneiden. 

Konstruiert man punktweise die Kurve fj, die symmetrisch zu 
F" in bezug auf die Achse ist, so sind auch J" und F^ punktweise 
aufeinander bezogen, und die Doppelpunkte dieser Korrespondenz (es 
sind einige von ihnen, jedoch im allgemeinen nicht alle, die Schnitt- 
punkte von F' und FJ geben die Schnittpunkte von F mit der ersten 
Halbiernngsebeue (vgl. Nr, 12). 

Um die Schnitte von F mit der Grundrißebene zu finden, beachte 
man, daß ihr Aufriß in die Achse fällt; ist daher T^" ein Schnitt von 
F" mit «ij, so findet sich T^' als ein i. a. ganz bestimmter der Schnitte 
der Ordinate von T" mit F', nämlich demjenigen Punkte von F", der 
dem Punkte T'^ von F" nach dem angenommenen Korrespondenzge- 
aetze entspricht. Ebenso findet man die Schnitte von F mit der Auf- 
rißebene (vgl. Nr. 11). 

In besonderen Fällen kann F eine ebene Kurve sein. Um zu er- 
kennen, ob dies eingetreten ist, nehme man vier beliebige Punkte 
A', S', C, JD' auf jf und suche die entsprechenden Ä', S", 0", D" 
auf V. Ist F nun eben, und nur dann, so sind die vier Punkte A, 
B, C, D in einer Ebene gelegen und die Geraden ÄS und CD wer- 
den sich schneiden; folglich werden die Punkte {ÄS', CD') und 
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(A"B", C"D") auf derselben Ordinate liegen. Wenn dieses für jedes 
beliebige Quadrupel YOn Punkten stattfindet, und nur dann, ao ist F 
eine ebene Kurve. 

Um eine Raumkurye (in ähnlicher Weise, wie es früher bei der 
Geraden geschah) zu bestimmen, braucht man manchmal nur die bei- 
den Projektionen JT' und F" zu geben und zwar beliebig, indem man 
annimmt, daß zu jedem Punkte von F' einer von denjenigen gehört, in 
denen die entsprechende Ordinate die F" schneidet. Um einen bestimm- 
teren Fall zu haben, sei angenommen, daß F' und F" allgemeine alge- 
braische Kurven von der Ordnung n und n" seien, in keiner besonderen 
Lage in bezug auf die Projektionsebenen; dann entsprechen jedem 
Punkte von F n" Punkte von F", d. h. daß jeder Punkt von F' die 
Projektion von n" Punkten von F ist. Mit anderen Worten: AUe'Er- 
zeugenden des Zylinders, der F auf die Grundrißebene projiziert, sind 
»"■fache Sekanten von F. Ebenso sind aile Eraeugenden des auf die 
Aufrißebene projizierenden Zylinders «'-fache Sekanten. In solchem 
Falle entsprechen alle Punkte, in denen F' und F" sieb sehneiden, den 
Schnittpunkten von Fmit der zweiten Halbiemngsebene. In besonderen 
Fällen erleiden diese Schlüsse leicht angebbare Modifikationen. 

Es kann auch vorkommen, daß, wenn mau beliebig einen Punkt P' 
auf J^ angenommen hat, die entsprechende Ordinate die F" nicht in 
reellen Punkten trifft. Das will sagen, daß P' einem Gebiete von F' 
entspricht, das obwohl reell, dennoch die Projektion eines imaginären 
Zweiges von r'ist. Es geht daraus hervor, daß daun F" i, a. aus verschie- 
denen Teilen besteht, von denen einige Projektionen von zugehörigen 
reellen Zweigen, andere von imaginären Zweigen sind. Für die An- 
wendungen sind nur die erateren brauchbar, die anderen können über- 
gangen werden. Ähnliches gilt auch für den Aufriß F". 

Zur größeren Klarheit möge folgendes sehr einfache Beispiel betrachtet 
werden. Es sei F' eiac zur Achse %, parallele Gerade, 
r" ein Kreis (Fig. 75), dann ist r der Kreis, in welchem 
die durch r" gelegte vertikale Ebene den geraden Zy- 
linder mit der Baflis T" resp. die zu tt, normalen Er- 
zengenden sehneidet. Es sei nun A" B" der zu <i,j par- 
allele Durehmesser von r", und A', S' die Punkte, in 
denen F" von den Ordinaten der Punktet", B" getroffen 
wird. Alsdann ist jeder Punkt von F" offenbar die Pro- 
jektion eines Punktes von F, während jeder von F' 
die von zwei Punkten von F ist. Jedoch nur die Punkt« 
der Strecke A' S" sind Projektionen reeller Punkte des 
Kreisesr, und zwar jeder ist es für zwei derselben; man ^ pjg J5 ** " 

nimmt daher als Grundriß des Kreises für gewöhnlich 

nnr die Strecke A'B'. (Man vergleiche auch die in Nr. 8 gemachte Bemerkung 
aber Geraden, die zu den Projektionsebenen senkrecht stehen). 

307. Methode der Zentralprojektion, Um hiernach eine Raum- 
kurve F darzustellen, ist es notwendig und hinreichend, jeden ihrer 
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Punkte in der gewohnten Weise zu bestimmen P=(T^I^\ P'). Die 
unendlich vielen Hilfsgraden p^^Tj^IJ) unterliegen hierbei einer 
großen Willkür, da jede nur die einzige Bedingung erfüllen muß, durch 
einen Punkt der Kurve zu gehen; um sie festzulegen, mnß man den 
Ort T der Punkte T und den Ort 1' der Punkte 1^' angeben, sowie 
das Gesetz, nach welchem die Punkte der beiden Kurven sich einander 
entsprechen, d. h, die Enveloppe der Geraden j). Zu diesen Daten muß 
natürlich noch die Projektion F', also der Ort der Punkte P' hinzu- 
kommen. Die unendlich fernen Punkte von J" sind dann die Projek- 
tionen der Schnitte von T mit der Verschwindungsebene, ihre Schnitte 
mit T die Spuren von V, und ihre Schnitte mit F' die Projektionen 
der unendlich fernen Punkte derselben. 

' Die noch bestehende Freiheit in der Wahl von T und 1' läßt sieh 
auf zwei Arten, die sich wegen der Einfachheit der Zeichnung besonders 
empfehlen, einschränken: 

a) Die Hiifsgeraden mögen alle den gemeinsamen Spurpunkt T 
haben. Dann wird die Raumkurve noch bestimmt dnrch die Kurven 
F' und r, die Orter der Punkte P' und I^'. Zwischen diesen Punkten 
besteht nun eine eindeutige Korrespondenz derart, daß entsprechende 
Punkte mit T allineiert sind (s. Fig. 76). Liegt ein Punkt von F im Un- 
endlichen, so fällt sein Bild sowohl auf F' als auch auf 1', also ist dies 
einer der Schnitte von F' und 1'; liegt dagegen ein Punkt von r'in der 
Bildebene, so liegt auch die Gerade TP' ^ TP in derselben, und die Ge- 
rade CI' ist mit ihr parallel, also liegen die Fluchtpunkte der den 
Durchstoßpunkten von F mit der Büdebene entsprechenden Geraden 
im ünendhchen, es sind also die unendlich fernen von 1'. Wenn wir 

daher diese Punk- 
te von T aus auf 
F' projizieren, mit 
Berücksichtigung 
, der zwischen T" 
und 1' bestehenden 
Korrespondenz so 
erhilten wir lie | 
D i t,hstoßpuukte 
von F mit der I 
ig Tc. Bildebene ''* " 

b) Es mögen alle Hilfsgeraden den gemein'^amen Fluchtpunkt /' 
haben; alsdann wird die Kurve F angeaehei als auf einem Zylinder 
gelegen, dessen Erzeugende parallel zur Geraden f I laufen (Fig. 77). 
Dann wird T bestimmt durch die Kurven T und F die Orter der Punkte 
T und P'. Die Schnittpunkte dieser beiden Kurven sind offenbar die 
Schnitte von F mit der Bildebene, um die unendlich fernen Punkte 
von F zu finden, beachten wir, daß man die Spur T^, der zu einem 
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beliebigen Punkte P von F gehörenden Hilfsgeradeo bekommt, wenn 
man durch P die Parallele zu CI' zieht und deren Schnitt mit der 
Bildebene bestimmt. Wenn nun P im Unendlichen liegt, so liegt auch 
jene Parallele im Unendlichen, dasselbe wird also auch für T^ eintreten. 
Dieser Punkt ist also einer der unendlich fernen von T. Projizieren 
wir diese Punkte von F auf F', so erhalten wir das Bild R' der un- 
endlich fernen Punkte von F. 

Zur Übung; Das Kriterium aiifuusuchen daffir, ob eine Kurve, die in Zen- 
tralprojektion dargestellt ist, eben sei oder nicht. 

Methode der kotierten Elienen. Nach dieser Methode wird eine 
Raumkurve dargestellt, indem man von jedem Punkte die Projek- 
tion P' auf die Grundebene gibt und die zugehörige Kote. Man er- 
hält dann in der Grundebene eine Kurve F', die Orthogonalprojektion 
von F. Hat die Grundebene eine ganz beliebige Lage in bezug auf 
die Kurve, so wird jeder Punkt P nur eine Zahl für die Kote erhalten, 
und dann ist diese Darstellungsmethode besonders empfehlenswert. Nur 
die scheinbaren Doppelpunkte erhalten zwei Koten, In spezielleren 
Fällen kann es vorkommen, daß jeder Punkt mehrere Koten tragt; 
dann schneidet jeder projizieremie Strahl die Kurve mehrmals. Ist 
f(x, y) — die kartesisehe Gleichung von F und p die Kote von P, 
so wird p = >p(x, y) eine gegebene Punktion; die beiden Gleichungen 

f(^,y)-0, p^<p{x,y) 
bestimmen dann die Kurve F; nur wenn <f){x,y) eine lineare Funktion 
ist, ist F eben. 

Zur Übnug: Welche Beziehungen müseen bestehen, damit ein Funkt eii- 
atiere, der zwei verschiedenen Raumkurven angehört, die nach einer der drei ge- 
nannten Methoden dargestellt aind? 

8 6. Die Fundamentalaufgaben der darstellenden Geometrie für 
die Baumknrveu. 

208. Änfgabe I. In einem bestimmten Punkte einer Raumknive 
die Tangente anzulegen. 

Auflösnng. Die Kurve sei nach der Mongeschen Methode darge- 
stellt, und P = (P', P") der gegebene Punkt. Die gesuchte Tangente 
( hat die Tangenten t' in P' an F' und t" in P" an F" zu Projek- 
tionen; diese können nun konstruiert werden, wenn man die geome- 
trischen Definition von V und demnach auch die von F' und F" kennt, 
oder durch Zeichnung der Fehlerkurve erhalten werden, wenn die Kurven 
graphisch sind (vgl. Nr. 190). Um die Tangente ( zu erhalten, kann 
man auch direkt einen zweiten Punkt derselben außer P aufsuchen; 
im allgemeinen kann als solcher einer der Spurpunkte in den Pro- 
jektions- oder Halbiemngsebenen dienen oder der Schnitt mit anderen 
bemerkenswerten Ebenen. 
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Ist r in Zentralprojektion dargeetelltj und zwar nach der ersten 
der im vorigen angegebenen Methoden, so ist die Projektion von t im 
Punkte P^{TJ^', P') nichts anderes, als die Tangente in P' an F", 
und man ergänzt die DarsteUnngselemente von (, wenn man bedenkt, 
daß t in der Ebene liegt, die zur Fiuchtgeraden die Tangente ip in 
ip' an die Kurve 1' hat, und als Spurlinie die durch Tzu i^' gezogene 
Gerade. In ähnlicher Weise ist zu verfahren, wenn die zweite Me- 
thode der Darstellung angewendet ist. 

Ist schließlich F nach der Methode der kotierten Ebenen darge- 
stellt, so ist die Darstellung der Tangente an r" in P nichta anderes 
als die Tangente t' in P' an F'. Die Neigung läßt sich finden aus der 
analytischen Darstellung, von der im vorigen die Rede war, oder auch 
graphisch, indem man mit Hilfe der angegebenen Koten den die Kurve 
projizierenden Zylindermantel mitsamt der Kurve in eine Ebene abrollt, 
wodurch man eine graphische Kurve erhält, die das Wachstum der 
Koten veranschaulicht. 

209. Aufgabe II. An eine Raumkurve in einem gegebenen Pnnkte 
die Schmiegnngsebene zn legen. 

Anflösung. Eine Gerade, die der gesuchten Ebene e angehört, 
ist sofort gefunden: es ist die Tangente in dem betreffenden Punkte. 
Ist nun die Mongesche Methode angewandt, so genügt es, noch die 
Richtung der (horizontalen) Spurlinie von e oder einen zweiten Punkt 
(der erste ist die Horizontalspur jener Tangente) anzugeben; diesen 
zweiten Punkt erhält man durch ein Verfahren, daß von Fall zn Fall 
je nach der Natur der betrachteten Kurve sieh ergibt. Alsdann ist 
jene Spurlinie bestimmt, und die vertikale Spurlinie, da sie durch den 
zweiten Spurpunkt der Tangente, sowie durch den Schnitt der Grund- 
linie «J2 mit der horizontalen Spurlinie gehen muß, ist infolge dessen 
bestimmt. — Sind die beiden Kurven F' und F" vollständig gezeichnet, 
aber nicht analytisch oder geometrisch definiert, so kann man dennoch, 
wenn man das Gesetz der Korrespondenz zwischen entsprechenden 
Punkten kennt, die Sehmiegungsebene auf folgende Weise finden: Man 
suche wiederum die Projektionen (', (" und die Spurpunkte T,, 2", der 
Tangente t im Punkte P von F. Nun betrachte man den Zylinder, 
der die F in einer zu ( parallelen Richtung auf die it^ projiziert, dessen 
Erzeugende also zu t parallel sind. Um die Darstellung irgend einer 
solchen Erzeugenden c zu erhalten, nehme man irgend einen Pimkt 
A ^ {Ä', Ä") von F und ziehe durch A' und A" die Geraden e' und 
e" parallel zu t' und t". Dann suche man die Horizontalspur £j der 
Geraden e. Der Ort der Punkte ^j ist eine Kurve Aj, die — vgl. 
Nr, 200 — den Punkt T^ als Spitze hat; die Spitzen tangente ist die 
erste Spurlinie Sj der gesuchten Schmiegungsebene ö, die zweite Sj ist 
die Verbindungslinie des Punktes (ti «la) mit Tj . An SteUe des ge- 
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namiten Zylinders kann man sich iiuch des Kegels bedienen, der F aus 
P projiziert; t ist eine Erzeugende desaelben, und die entsprechende Be- 
nikrungsebene die gesuchte Oskulations ebene. 

Ähnlich bann man verfahren bei Anwendung der Zentralprojektion 
oder der kotierten Ebenen. 

310. Aufgabe III. Die Schnitte einer Ranmknrve mit einer ge- 
gebenen Ebene zn konstruieren. 

a) Die Kurve sei durch ihre beiden Ortho gonalprojektiouen F', F" 
gegeben, und die Ebene e durch ihre beiden Spuren Sj, s^. Würde e 
senkrecht zur Grundebene sein, also s^ senkrecht zur Grundlinie, so 
hätten die gesuchten Punkte als erste Projektion die Schnitte von F' 
mit Sj, womit die Aufgabe sogleich gelost wäre. Nun läßt sich der 
allgemeine Fall auf diesen Fall durch eine Verlegung der Vertikalebene 
zurückführen. Wir nehmen als neue Grundlinie eine beliebige zu s, 
senkrechte Gerade ä,^, konstruieren F" und s^; damit finden wir 
X", Y", ... als Schnitte der beiden letzteren Linien, daraus ergeben 
sich X', Y' . . . und dann X", Y" . . ., die Projektionen der gesuchten 
Funkte. — ■ Es sei bemerkt, daß der Grundgedanke dieser Lösung un- 
Yerändert bleibt, wenn e durch die Grundlinie a^ geht, also durch einen 
ihrer Punkte K = {K', K") bestimmt wird, oder parallel zu ihr ver- 
Uiuft. In diesem Falle nimmt man als Hilfaebene die Seitenriß ebene, 
konstruiert den Seitenriß F'" und die dritte Spurlinie Sg von £; die 
Schnittpunkte von t^ und V" sind die dritten Projektionen X'", Y'", . . . 
der gesuchten Punkte; die durch sie zur Grundlinie gezogenen Par- 
allelen liefern X", Y", und die durch sie gehenden Lote liefern X', Y' 
auf F'. 

ß) Ist r in Zentralprojektion dargestellt (vgl. Nr. 207), und ist e 
nicht parallel zur Grundebene, also in der üblichen Weise bestimmt, 
so ist die Aufgabe zunächst sehr leicht zu lösen, wenn e eine pro- 
jizierende Ebene ist. In diesem Falle haben nämlich die gesuchten 
Punkte die Schnitte der Spur von e mit F' zu Projektionen; diese 
Spur ist zugleich die Fluchtgerade von e. Befindet sich die Ebene e 
aber nicht in dieser Lage, so kann man durch Verlegung des Pro- 
jektionszentrums sie in diese Verfassung bringen. Hierbei kann man 
(ygl. Nr. 84) den Hauptpunkt beibehalten, und hat dann als neues 
Zentrum den Pimkt zu wählen, in welchem CC^ von e geschnitten 
wird. Hat man so die gesuchten Punkte in dem neuen System ge- 
funden, so ist, wenn man zu dem alten zurückgekehrt ist, die Aufgabe 
erledigt'). — Die Untersuchung des Falles, daß e parallel zur Grund- 
ebene, überlassen wir dem Leser. 

1) Im Falle der Octliogonal- oder Zentralprojektion wird diese Aufgabe 
durch dieselben Kunstgriffe gelöst, wie bei den Polyedern in Kr. 171, daher kann 
der Leaer sich die zugehörigen Figuren nach Anleitung der Fig. 36 u. 39 anfertigen. 
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y) Wenn schließlich die Eurve durch die kotierte Projektion dar- 
1 ist, läßt sieh die Aufgahe in folgender Weise lösen. V kann 
; werden als die Projektion einer bestimmten Kurve A, die in 
der Ebene e liegt. Um nun die Darstellung Ton A zu erhalten, be- 
trachten wir einen beliebigen Punkt P' von F' als die Projektion eines 
Punktes P, von (, und bestimmen dessen Kote q (s, Nr. 96 II). Vari- 
ieren wir P' auf F', so bekommen wir die voUatändige Darstellung 
von A. Nun sind diejenigen Punkte von A auf F aufeusuchen, die 
dieselbe Kote haben, diese sind die ge- 
suchten Schnittpunkte. Dies läßt sieh 
nun graphisch auf folgende Weise aus- 
führen {s. Fig. 78): Man errichte in 
sämtlichen Punkten von F', senkrecht 
zur Spurlinie ( von e, Strecken an 
Große und Richtung gleich der Kote 
■ S I des Punktes. Die Endpunkte dieser 
Strecken bilden dann eine Kurve F*, 
die nebenbei bemerkt als eine spezielle 
axonometrische Darstellung, die Kava- 
lierperspektive, von F angesehen wer- 
den kann, und die zugleich im Verein 
mit F" ein anschauliches Bild des Ver- 
laufes von F liefert. Alsdann errichte 
man mit Hilfe der Neigungsskala von 
6 in jedem Punkte von F' ebenfalls senkrecht zur Spurlinie eine Strecke 
gleich der Kote des dar üb erliegenden Punktes von €. Die Endpunkte 
hilden eine neue Kurve F^, die man auch als Kavalier Perspektive der 
oben genannten Kurve A auffassen kann. Die Punkte X*, Y* . . . in 
denen die beiden Kurven F* und F^ sich schneiden oder berühren, 
entsprechen den Pimkten, in denen e die F schneidet, berührt oder 
oskuliert. Aus ihnen findet man leicht X', Y' . . . usw.') 

Zur Übun^: Der Grundbegriff dieser Konstruktion kann auch bei Anwen- 
dung der Mongeechen Methode angewandt werden; wie? 

211. Aufgabe IV. Von einem gegebenen Puubte ans au eine 
Ranmknrve die Schmiegnngsebenen zn legen. 

AnflSsung, Diese Aufgabe ist dual zu der vorigen. Um sie zu 
lösen, projiziere man die Kurve von dem gegebenen Punkte P aus auf 
die Grund- oder Aufrißebene, bzw. auf die Bildebene je nach der an- 



[ Nr. S07, Schluß, dargestellt, nnd hat e die Gleichung 
ann die Aufgabe als Auflösung der Systeme 




1) Wird r w 
X + hy + c = '., 



betrachtet werden. 
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gewandten Darstellungamethode. Die Spuren der gesuehten Ebenen 
sind dann {vgl. Nr. 200) die Wendetangenten der entstandenen Kurve 
F^; sie bestimmen zugleicb mit P die gesuchten Ebenen. 

Aufgabe V, Die Tangenten einer Raumknrve anfznsnchen, die 
eine gegebene Gerade treffen. 

Auflösung. Die Kurve sowohl wie die Gerade g seien z. B. durch 
die beiden Orthogonalprojektionen T',r", bzw. /, g" gegeben; 8^ und 
^3 seien die Spurpunkte der letzteren. Wir projizieren F von einem 
beliebigen Punkt der Gferaden g (etwa dem unendlich fernen) auf 
der Grundrißebene Ji,; dadurch entsteht eine Kurve Fj. Wir ziehen 
von Tj an F, die Tangenten. Ist nun X^ einer der Berührungspunkte, so 
ist Xj die Projektion (vgl. Nr. 199) auf a, von Oaus eines solchen Kurven- 
punktes X, in welchem die Tangenten die Gerade g schneiden. Aue Xj 
lassen sich dann leicht die Projektionen X', X" des Punktes X' bestimmen. 

Zur Übung: Welche Modifikationen treten in diese Konstruktion ein, wenn 
man eine andere Darstellungsmetiiode anwendet? 

Drittes Kapitel. 

üntersachung; einiger spezieller Eaumkurven. 

§ 1. Die Spirale des Fappus. 

212. Der berühmte griechische Geometer Pappus von Älexan- 
drien hat die Bemerkung gemacht, daß ebenso, wie man in der Ebene 
eine Spirale erzeugen kann, indem mau auf einer Geraden, die sich 
gleichförmig um einen festen Punkt dreht, einen Punkt mit gleichför- 
miger Geschwindigkeit sich bewegen laßt (die Archimedische Spirale, 
s. S. 84), man in ähnlicher Weise auf einer Kugel eine Spirale er- 
zeugen könne. Stellen wir uns nämlich eine Kugel vor mit dem Zen- 
trum und dem Radius it, sowie einen größten Kugelkreis, der sich 
gleichförmig um einen Durchmesser (die Achse der Figur) von einer 
bestimmten Anfangslage aus dreht, und lassen einen Punkt P die Peri- 
pherie dieses Kreises von dem Endpunkte A dieser Achse aus mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit durchlaufen, so entsteht durch diese 
doppelte Bewegung eine Kaumkurve, die wir die Spirale des Pappus 
nennen wollen.^) Obendrein wollen wir noch annehmen, wie es auch 
der genannte Mathematiker tat, daß während der Kreis eine voll- 
ständige Umdrehung um seine Achse macht, der bewegliche Punkt 
erst einen Viertelkreis beschreibt.^). 

1) "Vgl. den Aufsatz dea Verf. La Spirale de Paprnts im Arch. der Math, 
n. Phys., m. Reihe, Bd. XII, 1907. 

2) Von dieser Annahme könnte man abaehen, ohne daß die Grundeigen- 
schaften der Kurve verloren gingen. Machen wir andere Voraussetaangen über 
die Bewegung des Fnnktcs, so entstellt eine ganze Klasse von noch nicht nnter- 
suchten Kurven, die teils algebraisch, teils transzendent sind. 
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Um die Kurve analytisch darzustellen, nehmen wir zunächat ein 
Polarkoordinatensystem auf der Kugeloberfläche mit A als Pol. p sei 
der Abstand des Punktes P von Ä, gemessen als Bogen auf dem größten 
Kugelkreise, ra der Winkel, den der Bogen AP mit der Anfangslage 
des beweglichen Kreises macht. Dann geben uns die Bedingungen der 
Bewegung sogleich die Beziehung 

»-4p (1) 

als Gleichung der Spirale des Pappus in sphärischen Polarkoordinaten. 
Um die übliche Darstellung zu erhalten, nehmen wir ein dreirecht- 
winkliges kartesisches System, dessen s-Achse zum Durehmesser OA, 
dessen a:s-Ebene zur Anfangslage des bewegten Kreises parallel ist. 
Sind nun a, b, c die Koordinaten des Kugelmittelpunktea 0, so sind 
die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Kugelfläche 

a; = a + S sin p ■ cos G), y = 6 + iJ sin p • sin ra, s = c + Jf cos p. 
Zufolge der Gleichung (1) ist daher die parametrische Darstellung der 
Pappusschen Spirale 

a: = o + i;siüp-cos4p, j/ = & + iJsinp ■ain4p, z = c -\- lieosp (2) 
oder 

x^a^^ (sinöp — sin Sp), y = l + ^ (cos 3p - cos 5p)l 

i = c + JJeosp I 

Ersetzen wir in diesen Gleichungen p durch n: + p, so erhalten wir einen 
anderen Punkt der Kurve, dessen Koordinaten x\ y, / so beschaffen 
sind, daß 

x'—a = ~{x — d), y'--h = — iy — 'b), z —c (^ — c). 

Diese beiden Punkte {x, y, s), {x', if, /) sind offenbar symmetrisch in 
bezug auf 0, und daher ist dieser ein Symmetriezentrum oder Mittel- 
punkt der Kurve. Setzen wir in (3) t^y — ^ so verwandeln sich 
diese Gleichungen in andere, die uns die Koordinaten x, y, z als ganze 
rationale Funktionen des Parameters i vom Grade « ^ 10 liefern. Das 
beweist nun (vgl. Nr. 202, Schluß), daß, während die Archimedische 
Spirale transzendent ist, die Spirale des Pappns eine ratiottale Kurve 
10'" Ordnung ist. 

Im allgemeinen wollen wir p als Parameter beibehalten, da bei 
Benatzung von t die Formeln komplizierter werden; wir werden also 
die Gl. (2) benutzen. Aus diesen ergibt sich 

^"^^ = tg4p, X — a^ -^ y — b' = Ü^sin^p; 
setzt man nun 
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SO wird , ^ . 

und daher 

u ^ Rsin — (4) 

Dies ist in Polarkoordinaten u, 90 die GleJcliung der Projektion unserer 
Spirale auf die xy-Ehej]e. In Berücksichtigung der Darlegungen in 
Nr. 188 X. schließen wir hieraus: Die Orthogonaiprojektion der Spirale 
des Pappns anf eine zur Achse senkrechte Grnndrißeheiie ist eine 
Rhodonee lO'*' Ordnnng. 

Eine andere Kurre derselben Ordnung mit zwei Symmetrieachsen, 
die jedoch keiner bekannten Kategorie von Kurven angehört, erhält 
man, wenn man die Spirale des Pappus auf die a^^-Ebene, also eine 
zur Anfangslage des bewegten Kreises parallele Ebene, oder auf die 
ya-Ebene, also eine parallel zur Achse und senkrecht zu jener Lage 
befindhche Ebene projiziert. 

Projiziert man jedoch die Spirale zentral vom Punkte 0(a,h,c) 
aus auf die 2;i/-Ebene, so erhält man eine Kurve, die durch die Glei- 
chungen dargestellt wird: 

X = a — y (sinÖp ~ sin39);cosp 1 

(5) 

y = ö — y (cos 34» — cos59):cosp j 

Um diese ku interpretieren, beachten wir, daß aus ihnen folgt 

Wenn wir daher die vorigen Variabein m und ip auch hier einführen, 
so bekommen wir 

«--'gf (6) 

Demnach ist die Projektion der Spirale des Pappus vom Zentrum der 
Kngelfläche, auf der sie gezeichnet ist, anf eine zur Achse senkrechte 
Ebene eine Knotenknrve (vgl. Nr. 188 XI). 

Zwei Kurven einer analogen Art entstehen, wenn mau die Spirale 
auf dieselbe Ebene von dem Punkte Ä(a, b, c + E), oder dem diame- 
tral gegenüberliegenden Punkte Ä^(a, h, c — M) (also stereographisch) 
projiziert^). Um nämlich die erste dieser Kurven darzustellen, haben 
wir die Gleichungen 

^j^^ y-_^__ _ e + B 

sing, cos 40 ain0-sin4e E(l — coa p) 
1) Bemerkung von Dr. E. Köstlin in einem Briefe an den Verf. vom 
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Nun folgt aus diesen 

Führen wir die Polarkoordinaten w und <p wieder ein, so ergibt 
die erete 

»-(c+E)ctg|, 
und da 0) = 4p, so folgt 

»-(<! + J!)l!tgf, (!) 

welche Gleichung wiederum eine Knotenkurve darstellt. Ebenso be- 
kommt man, bei der Projektion von j4, aus 

«-(«-Ji)»lg| (T) 

Um die allgemeine Gleichung der Tangente zu erhalten, bedienen 
wir ans der Gl. (5) in Nr. 193; dann bekommen wir 



- (5 ■ cOB öp — S ■ COB 3e) — (5 . Bin öp - 



(S) 



(9) 



WO X, Y, Z die laufenden Koordinaten sind, und x, y die durch Gl, (3) 
gegebenen Werte haben. 

In ähnlicher Weise zeigt uns die Gl. (7) in Nr. 194, daß die 
Schmiegungsebene in einem Punkte der Spirale die Gleichung hat 

X-x Y-ji Z-z 

-^-(ö'Coeöp — S'COsSp) "-(5-sin5p — 3-sin3e) ^JRsinp _q 
— (^25'sin5p + 9-sin3p) -^ (25 ■ cos öp — 9 -cos 3p) — ücosp ■ 

oder 

(5:-3;)(3-sin2p-12-sin4p + 5-ain6p) + (r^3/)(— 3co82pl 

+ 12cos4p- 5cos6p) + 2(^- ,j)(19 — 15-coB2p) = J' 
wo natürlich x, y, z die durch Gl. (3) bestimmten Werte haben. 

213. Um die Spirale des Pappus bequem graphisch dazusteUen, 
benutzt mau am besten ein Mongesches System, das als Giund-, Äuf- 
und Seitenrißebene drei Ebenen hat, die den vorhin für die analytische 
Darstellung verwendeten xy-, xs- und ys-Ebenen parallel sind. Sind zu- 
nächst die Punkte = (0',0") fmdÄ^(A',A") gezeichnet (s. Fig. 79), 
so fällt 0' mit A' und A/ zusammen, und aUe die reellen Punkte der 
Kugel projizieren sich im Aufriß in die Fläche des Kreises F^ um (T 
mit dem Radius 0"A" = It, im Grundriß in den mit R um (/ be- 
Hchriebenen Kreis ^^. Es sei ferner B = (B', B") die Lage, die der 
erzeugende Punkt erreicht, nachdem der bewegliche Kreis eine ganze 
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Umdrehung gemacht hat. Dann teilen 
wir den Quadranten A"B" in eine be- 
stimmte Anzahl n gleicher Teile, nnd den 
ganzen Kreis r^ in ebeu- 
soviele Teile, gezäMt in 
dem Sinne, in welchem 
der bewegliche Kreis ro- 
tiert. Es seien nun JV und 
P' zwei entsprechende 
Punkte der beiden Tei- 
lungen, und P" der Punkt, 
iu dem (TB" von der Or- 
dinate des Punktes P' ge- 
troffen wird. Ziehen wir 
dann die ParaUele NN 
zur Grundlinie «,3, so ist 
diese der Aufriß des klei- 
nen Kugelkreises, der den 
Punkt M der Spirale ent- 
hält, der den Werten p = 
^ii^undderStellung^P 
desbewegliehenKreisqua- 
dranten entspricht. Dieser 
projiziert sich im Aufriß 
in den Quadranten der El- 
lipse, deren große Halb- 
achse 0"A", deren kleine 
0"P" ist, also ist M" 
jener Punkt, in welchem 
dieser Ellipaenbogen von 
NN getroffen wird. Diese 
Ellipse und der Kreis 
A"B"A^" sind aber affine 
Figuren, in denen die 
Punkte M" und N einan- 
der entsprechen, ebenso 
P" und B"; A"A," ist 
die Afflnitätsachse. Zie- 
hen wir daher die Gerade 
B"N, die die Achse in K 
. trifft, so finden wir M" 
als Schnitt der beiden Geraden KP" und 
JV^. Die Ordinate von M" schneidet 
dann den Badins A' P' in M'. Führen 
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wir nun diese Konstruktion für alle Teilpunkte N aus, so bekommen 
wir n Punkte des Teiles der Spirale tod A bis B; die ganze Spirale 
besteht ans vier solchen Teilen. 

Ziehen wir jetzt die Gerade OM imd bestimmen ihren Spurpunkt 
üfj auf der Grundrißebene, so ist der Ort der Punkte ilfj die Projek- 
tion der Spirale vom Zentrum aus auf die Horizontalebene, also die 
durch Gl. (6) dargestellte Knotenkurve. Wir erhalten dadurch eine be- 
queme Konstruktion dieser Linie. Betrachtet man M als auf der ent- 
sprechenden Erzeugenden des Zylinders, der die Spirale auf die Grund- 
ebene projiziert, gelegen, so ist M bestimmt durch seine Projektion 
M' und die Darstellungselemente dieser Erzeugenden, nämlich den Spur- 
punkt M' und den Fluchtpunkt 0'. 

214. Wir gehen jetzt dazu Über, die Tangente in einem beliebi- 
gen Punkte M der Spirale zu konstruieren. Die erste Projektion dieser 
Tangente ist die Tangente an den Grundriß der Spirale, der die Glei- 
chung (4) hat. Differenzieren wir diese, so erhalten wir 

-p _ -J cos -j - -\ yw^^if. 

Aus dieser Beziehung ergibt sieh: Machen wir den Winkel M'O'C 
gleich -^ und nehmen in dem als positiv gewählten Sinne auf dem 

Schenkel den Punkt C, so daß M'C^R, und 0'D=^\(/C, so ist 
die Gerade BM' die Normale in M' an die Projektion F", und folg- 
lieh ist die Tangente die in M' zu DM' errichtete Senkrechte t'. 

Von der zweiten Projektion t" der Tangente kennen wir schon 
einen Punkt M", es genügt also, noch einen zweiten zu bestimmen; 
als solcher empfiehlt sich der Schnitt T der Tangente mit der durch 
gehenden Horizontalebene, Um dessen Koordinaten zu finden, braucht 
man nur in den Gl. (8) Z ^ c zu nehmen, dann ergibt sieh 

WT'^ = X'-^w" + T^^ - E^ cotgä p (cos* p -I- 16 sin* p) . 

Um diesen Wert zeichnerisch zu erhalten, kann man folgendermaßen 
verfahren. Wir verlängern NN derart, daß, wenn S die Mitte von 

NN ist, _ _ 

HI ^4- HN 

Da nun _ 

0"E ^RcosQ, IfJ=4B-sinp, 

so wird 

0"/= B/coiV + iösin^p. 

Nun konstruieren wir über 0"I als Kathete das rechtwinklige Dreieck 
JO"J, derart, daß der Winkel bei / gleich o wird. Dann ist 



0"J= 0"I-cotgQ-Reoig&yc.os^Q + 16 am" q ^ W T' . 
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Nehmen wir daher auf der Tangente i' in positiver Richtung die 
Strecke M'T' ^ 0"J, so wird die durch 2" gezogene Ordinate, die 
durch 0" zur Grundlinie gezogene Parallele in T" treffen, welcher 
Punkt mit M" verbunden die gesuchte Gerade t'' liefei-t. 

315. Wollen wir auch die Schmiegungsebene in einem Punkte 
M unserer Kurve konstruieren, so genügt dazu ein Punkt derselben, 
da sie ja im übrigen durch die Tangente t gehen nauß. Als solchen 
Punkt wählen wir zweckmäßig den Schnitt S der Schmiegungsebene 
mit der Achse AÄ^ der Kurve, Um dessen Koordinate Z zu erhalten, 
müssen wir in der Gleichung (9) X = a, y = & setzen; dann erhalten 




Hat man diesen Ausdruck konstruiert, so laiSt sich 8" sogleich .zeich- 
nen; S' fällt mit 0' zusammen, und die gesuchte Schmiegungsebene 
ist St. 

% 2. Die Zylinder- Schraubenlinie. 
216. Man nennt Zylinder-SchraubenliDie oder kurzweg Schrau- 
benlinie, die Raumkurve, die entsteht, wenn ein Punkt P eine Er- 
zeugende g eines geraden Kreiszylinders mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit durchläuft, während g selber auch mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit den Mantel dieses Zylinders durchläuft. — Es sei nun g^ die 
Anfangslage der Erzeugenden, P^ auf g^, gelegen, die des bewegten 
Punktes. Wenn g einen vollständigen Umlauf vollbracht hat und also 
in seine Anfangslage zurückgekehrt ist, so wird P auf g^ eine von Pf, 
verschiedene Lage P^ eingenommen haben, der Bogen P(|Pi heißt ein 
Schraubengang oder eine Windung, die Strecke P^Pi heißt die 
Höhe des Schraubenganges, oder kurz die Ganghöhe. Aus der Kon- 
tinuierlichkeit und Gleichförmigkeit der betrachteten Bewegung ergibt 
sich, daß die Schraubenlinie aus unzählig vielen einander kongruenten 
Windungen besteht und nach beiden Seiten von Po sich ins Unend- 
liche erstreckt. Ein Beobachter, der sich ii die Achse des Zylinders 
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stellt, derart, daß die Richtung Fuß-Kopf dieselbe ist, wie t 
der sich P auf g bewegt, wird P sich von der Linken zur Rechten be- 
wegen sehen oder umgekehrt; im erstereu Falle heißt die Schrauben- 
linie rechts gewunden, im anderen links gewunden. 

Äla Grundfläche des Zylinders, auf dem die Schraubenlinie ver- 
läuft, nehmen wir zweckmäßig den senkrecht zur Zjlinderaehse durch 
Ff, gehenden Schnittkreis und als Anfangspunkt eines kartesisehen 
Systems den Mittelpunkt dieses Kreises. Die Zylinderaebse in dem 
Sinne genommen, wie P die g durchläuft, nehmen wir als s-Äcbse, 
die Gerade OF^^ in der Richtung ... P^ als 3--Achse, und den Strahl, 
der in der Richtung, wie die Erzeugende läuft, mit OP^ einen rechten 
Winkel bildet, als positive J^■Aehse. Dieses Bezugssystem ist offenbar 
eindeutig bestimmt, wenn man die Schranbenlinie kennt. Sind nun 
X, y, z die Koordinaten irgend eines Kuryenpunktes P, P' die Pro- 
jektion auf die aiy-Ebene, und tp der Winkel PoOP', gerechnet in der 
Richtung wie g rotiert, r der Zylinderradiue, ao haben wir zunächst 
a; = r • cos Q), ^ = r^- sin 95 (1) 

Nehmen wir als Anfang der Zeit i, den Augenblick, in welchem die 
Rotation in F^ beginnt, so haben wir folgende Beziehungen 

fp = i.t, s — nt, 
folglich <P _ A , 

s (l ' 

wo X und p noch zu bestimmende Konstanten sind. Um sie zu finden, 
nehmen wir an, daß T die Zeit sei, die P braucht, um eine Windung 
zu durchlaufen, also von P„ bis P^, dann ist für f = T 
w ^2% und s = H, 



wenn E die Ganghöhe bedeutet. 

Daher ist „ , ^ ir ..t 

und folglich ^^ j_ 

Setzen wir die beiden Werte von — einander gleich, so bekommen * 



.-^V (2) 

Die Gleichungen (1) und (2) liefern uns die Koordinaten jedes belie- 
bigen Punktes der Schraubenlinie als Funktionen des Parameters tp- 
sie bilden daher die parametrische Darstellung der Schrauben- 
linie. Setzen wir der Kürze halber ^ = fe, so verwandelt sich (2) in 
z = -h-9\ (2') 
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h heißt die reduzierte Ganghöhe. Aus dieser parametrischen Dar- 
stellnng folgt: Die Scliranbeiilinie ist eine transzendente Kurve. Ihre 
Gleichung ändert sich nicht, wenn man den Koordinatenanfang auf 
der Achse verschiebt, daher sind auch die einzelnen Windungen iden- 
tisch; die Kurve hat überall dieselbe Gestalt und (Nr. 218) dieselbe 
Krümmung: sie ist Aaller in sich selbst verschiebbar, und, wie man 
beweisen kann, zugleich die einzige Raumkurve dieser Art'). 

Eine Schraubenlinie ist durch die beiden Großen r und h bs;w. 
durch zwei Punkte derselben Windung P^, Pj und die Zylinderfläche, 
sowie durch den Sinn, in welchem die Drehung der Erzeugenden vor 
sich geht, völlig bestimmt. Diese Daten ermöglichen nämlich daa oben 
genannte Koordinatensystem zu bestimmen. Ist ferner P/ die Projek- 
tion von Pj auf die 3;j/-Ebene, so ist 2^ die Ordinate von P^ bestimmt, 
ebenso der Winkel Pj'OP^ = <p^, alsdann muß die Gl. (2), in welcher 
H noch unbekajint, befriedigt werden durch 



Vi 

und somit ist die Schraubenlinie bestimmt. Ist der Sinn der Drehung 
unbestimmt geblieben, so bekommt man zwei Schraubenlinien, die den 
Angaben entsprechen. Liegen die Punkte P^ und Pj nicht auf derselben 
Windung, so ist die Zahl k der Windungen anzugeben, die der Punkt 
P noch zu durchlaufen hat, um von P^, bis Pj zu gelangen; auch dann 
gibt es, wenn der Drehungssinn nicht angegeben ist, zwei Schrauben- 
linien, die durch P^ und P, gehen. — Aus der Gl. (2) folgt noch: 
Wenn man den Zylindermantel in eine Ebene abrollt, so verwandelt 
sich die Schraubenhnie in eine Gerade, die mit dem Grundkreise den 
Winkel x bildet, derart daß tg« = ö . = ■ t)en Winkel x nennt 
man auch die Steigung der Schraubenlinie. 

217. Ersetzen wir die beiden Koordinatachsen Ox, Oy durch 
irgendwelche andere zu einander senkrechte 0^, Oij, und bezeichnen 
den Winkel zwischen den Geraden Ox und 0| mit a, so lauten die 
Beziehungen, die zwischen den Koordinaten desselben Punktes in den 
beiden Systemen bestehen: 

^ = « ■ cos K — y ■ sin fi, -Tj == x-si-a a + y- cos a. 

In bezug auf die neuen Achsen erhält die Schraubenlinie daher 
folgende parametrische Darstellung: 

§ '- B-cos (9; + ß), 'Tj = M ■ sin ((p + u) , z = hif. 
11 In der Ebene sind nur die Gerade und der Kreis in sieh yerschiebbar. 
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Nun atellen aber die zweite und dritte von diesen Gleichungen 
die Projektion der Kurve auf die ijS-Ebene dar, die also eine beliebige 
durch die Zylinderachse gehende Ebene iat. Eliminieren wir aus jenen 
ip, so entsteht die Gleichung der Projektion, die also lautet 



und daher ist jene (vgl. Nr. 189 I) eine Sinusoide. Also haben wir den 
Satz von Pitot. Die Orthogonalprojektion der Schranbenliuie auf 
eine znr Zylinderachse parallele Ebene ist eine Sinnsoide. 

Im speziellen ist z. B. die Projektion auf die a^g- Ebene x — r-co» , 
die auf die yz-Ehene y = r-siu ■ 

Suchen wir jetzt die Zentral-Projektion der Kurve von einem be- 
liebigen Prmkte C der Achse auf die ^y-Ehene. Ist c die Ordinate 
von C, so lauten die Gleichungen eines beliebigen projizierenden Strahles 



Machen wir hieriu ^^ = 0, so folgt 

X = — )■ ■ cos cp ■ , , )/ — — r ■ sin cp ■ V-- ; 

hieraus ergibt sich 

Führen wir nun Polar koordinaten p = ^x^ -j- y^, et = aretg ein, so 
sehen wir, daß ^,. 

^' * c — hf 
Demnach lautet die Polargleichung der Projektion 

e(c-Äoj) = C)', 
oder auch 

<>(»--'»)-';''■ 

Setzen wir hierin r ~ ^ — ^> was ja nur eine Verlegung der 
Polarachse mit Beibehaltung des Poles bedeutet, so können wir auch 



und diese Gleichung (s. Nr. 189 IV) druckt analytisch aus den folgen- 
den Satz von Th. Olivier. Die Zentral-Projektion einer Schrauben- 
linie von einem Punkte ihrer Achse auf eine zu dieser senkrechte 
Ebene ist eine hyperbolische Spirale. 

Schließlich woUen wir noch die Schraubenlinie auf die i^»/-Ebene 
I zu einer beliebigen Geraden, die mit den Koordiuatachsen die 
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Winkel a, ß, y bildet, projizieren. Die allgemeine Gleichung der pro- 
jizierenden Strahlen lautet: 

^— r. eoay ^ y — r • sin y ^ f — ^9' 

Machen wir hierin « = 0, so bekommen wir folgende parametrisohe 
DareteUui:^ der Projektion 

A - cos ß ft ■ 008 ß 

X = r ■ cos ffi ■ ^>, y = r ■ sm <p ~ ■ ip. 

Vergleichen wir diese mit den in Nr. 189 YIII angegebenen Glei- 
chungen, so erkennen wir, daß sie eine verlängerte, gemeine oder ver- 
kürzte Zykloide darstellen, jenachdem 

" "coB^r ^ ■"<^' 
oder, da cus^ß + cos'^ + eos^y = 1 ist, 

Nun ist aber, wie wir sogleich sehen werden, - - der Tangens 
des Winkels Ö, den die Tangente der Schraubenlinie mit der Achse 
bildet; daher kann man auch sagen: jenachdem y -^ B ist, und so er- 
gibt sich dann der folgende Safa von Gnillery.^) Die Projektion einer 
Schranbenlinje auf eine zur Achse senkrechte Ebene parallel zu einer 
Geraden ist eine verlängerte, gemeine oder verkörzte Zykloide, je- 
nachdem die Neigung dieser Geraden gegen die Achse größer, gleich 
oder kleiner ist als der Winkel, den die Kurventangente mit der 
Achse bildet. 

Anmerkung, Projiziert man die Schraubenlinie von einem be- 
liebigen Punkte des Raumes auf eine beliebige (oder zur Achse senk- 
rechte) Ebene, so erhält man eine transzendente Kui've von allge- 
meinerer Art wie die hyperboKsche Spirale und die Zykloide. Diese 
Kurven können leicht punktweise konstruiert werden, indem man die 
Spuren der Projekt! onastrahlen bestimmt: aber sie bilden eine umfang- 
reiche Klasse von Kurven, die bis heute eingehender noch nicht unter- 
sucht sind. 

218. Wenden wir auf die Gl. (1) und (2) die betreifenden Formeln 
an, so erhalten wir als allgemeine Gleichung der Tangente ( der 
Schraubenlinie 

X — r -cosip _y — r -Big ip _e~h(p -^ 

1) Vgl. eine Mitteilung von Th. Olivier aus d. J. 1817 an die Society pkilo- 
matiqne; für den Fall der gemeinen Zjkloide siehe Montucla, Hist. des math. 
Nouv. öd., T. n (Paria, 1799.) S. 78 
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Ist nun 6 der Winkel, den die Tangente mit der ä- Achse bildet, 
so haben wir 

cos = -, — — , sin Ö = ,-'"_ - , tg = '- ■ ■ (4) 

folglich ist konstant. Die (Tangente der) Schranbenlini« bildet also 
immer densellien Winkel mit der Achse. Dieser Winkel ist derselbe 
den die Tangenten an die Projektion der Kurve auf die a;?-Ebene in 
den Durchschnittspunkten mit der Projektion der Achse bilden. Er ist 
ferner das Komplement des S. 131 als „Steigung" bezeichneten Win- 
kels X. 

Aus Gl. (4) folgt, wenn }■ und 6 gegeben sind, so kennt man auch 
h und damit H, also ist eine Schraubenliaie, die einem gegebenen 
Zylinder angehört, auch bestimmt, wenn man einen ihrer Punltte 
und die zugehörige Tangente kennt; kennt man aber nur die Neigung 
der Tangente, so erhält man zwei Schraubenlinien. 

Trägt man auf den Tangenten vom Berührungspunkte aus ein 
konstantes Stück r ■ tg a ab, so erhält man eine Kurve von der Gleichung 



'S (-P + ") „ _ ^ . "''(y + °) 



p + /* ■ tg K. 



Setzt man nun 



so kann man diese auch schreiben als 

a; = r j cos qüj, y = r^ sin <pi, ^ + /*{« — tg«) = ^qp,. 
Also ist diese Kurve eine neue Schraubenlinie; durch Variation von « 
erhält man deren oo^, sie haben alle dieselbe Steigung. 

Setzen wir in Gl, (3) z -^ 0, so erhalten wir für die Koordinaten 
3:^, ^j des ersten Spurpunktes T^ von t folgende Ausdrücke 

aTj = (■ ■ cos (p + r^ ■ sin tp, y^^ t ■ sin ifi ~ r<f • cos (p. . (5) 

Nimmt man <f variabel, so stellen diese (Nr, 1 89 VJI) eine Kreisevolvente 
dar, also ist die Schnittlinie der von den Tangenten einer Schrauben- 
linie gebildeten abwickelbaren Fläche mit einer zur Achse senkrechten 
Ebene eine Kreisevolvent«. 

Für den Bogen s der Schraubenlinie gezählt vom Punkte P^ bis 
zum Punkte i* mit dem Parameter fp ergibt sich aus (1) 

s = 9? ■ yr^ + h^. ^) 
Nimmt man s als Parameter so wird (1) zu 

a; = r ■ cos , -.-_ , w = r ■ sin ■ , z = , . r^- 

V'-' + h"' ^ ]/,-' + ?.= ' Vr' + Z,' 

1) Die Länge einer ganzen Windung ist daher iTt^r' -\-h\ 
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Auch aus dieser ergibt sich gemäß der Formel (9'} auf S. 101, daß 

die Schraubenlinie überall dieselbe Krümmuns hat, nämlich - . , ,. - 
" ' r' + ft' 

219. Als Gleichung der Schmiegungsebene ergibt sieh nach Nr. 194 

- r ■ cos fi p — r ■ sin <p s — h^p -. 

- r ■ äia ff r ■ cos tf h =0, 

- r ■ cos (p — r • sin (p ' 
oder 

X ■ sia (p — y ■ cos <p + z ^ rip. ..... (6) 

Setzen wir hierin ü = 0, so ergibt sich die allgemeine Gfleiehung 
der Tangente an die vorhin genannte Kreisevolvente. 

Bezeichnen wir den Winkel den die Schmiegungsebene mit der 
Achse O2 bildet mit %-, so zeigen uns die Gl. (6), daß 



'V'+i 



Vr' + A« 



Da dieser Ausdruck unabhängig von 9, also konstant ist, s« bilden 
die Scbmieguiigsebeneii einer Sehranbenlinie mit der Zylinderachse 
alle denselben "Winkel. Die Ebene (6) ist offenbar senkrecht zu der 
mit der Gleichung x cos 91 + y ■ ein qs = r, d. i. die durch denselben 
Punkt gehende und den Zylinder längs der zugehörigen Erzeugenden 
berührende Ebene. 

Eine bemerkenswerte Eigenschaft unserer Kurve erhält man auf 
folgende Weise, indem man ihre Schnitte mit einer beliebigen Ebene 
des Raumes betrachtet, also mit 

Ax-\-By+ Cz + D--0. 

Ist <pg der Parameter irgendeines dieser Punkte P^, so ist 

r(-i-cos qso + -B-sin y^) + Chq;,, + D = 0, . . . (a) 

während die Gleichung der Schmiegungsebene in diesem Punkte ist 

.r sin fp^-ycos<pa — ripa + -^3 = 0, . . . (b) 

Da nun q}^, der Gl. (a) genügt, so wird (b) befriedigt sein, wenn man 
die X, y, z m wählt, daß " 
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Dies Resultat gibt in Worte gekleidet den folgenden 
Satz von Reye: Die Schmiegungselieiieu einer Schraubenlinie in 
den Punkten in denen sie tob einer beliebigen Ebene geschnitten 
wird, laufen durch einen Punkt der letzteren. 

In ähnliclier Weise läßt sicli zeigen, daß die hierzu duale Eigen- 
schaft besteht, nämKch: Die Berühmngspunkte einer Schraubenlinie 
mit den Schmiegungsebenen, die durch denselben Punkt gehen, liegen 
in einer Ebene, die denselben Punkt enthält. 

220. Die bequemste Art, die Schraubenlinie graphisch darzu- 
stellen, erhält man bei Anwendung der Mongeschen Methode, indem 
man die Grundfläche des Zylinders ala Grundrißebene nimmt und die 
Aufrißebene zum Radius OPg parallel. Dann pro- 
jizieren sich alle Punkte des Zylindermantels, 
also auch der Schraubenlinie, in die Peripherie 
dea mit OP^ beschriebenen Kreisos. P^' fäUt 
dann mit P^ zusammen, P^" ist der Schnitt der 
zugehörigen Ordinate mit der Grundlinie. Die 
Funkte P,, Pj, P, . . . P_^, P_^ . . ., die auf der 
^^' Erzeugenden ^u liegen, projizieren sich im Grund- 
riß auf Pg, im Aufriß fallen sie auf g^' im Ab- 
stände ±H, 211, .IM von Pg (s die Fig.hO). 
*!^ Die Erzeugenden des Zylinders, der die Schrau- 
benlinie tragt, piO|izieren sich im Aufriß sänitr 
lieh als Senkrechte zui (Tiundlinie gelegen innei- 
halb des Stieifen«, dei von den beiden zu ihnen 
parallelen Tangenten des Grundkreises begienzt 
wird. — Um nun den Autriß punktweise zu 
konstruieren, beachten wir zunaebst, daß dieser 
eine Sinusoide ist (vgl Nr 217 1 uiid daß alle 
Windungen einandei kongruent sind, demnach 
'^o genügt es die erste Wmdung zu zeichnen Zu 

'^' dem Zwecke teilen wir den Grundkreis des Zy- 

linders vom Punkte P^, in der Richtung wie die Erzeugende laufen 
soll, in eine Anzahl n gleicher Teile, z. B wie m der Figur geschehen, 
in 12 Teile; diese Teilpunkte sind dann als die Horizontalprojektionen 
ebensovieler Punkte der Schraubenlinie A^, A^, A^ . . . -k„_i aufzu- 
fassen. 

Um nun z. B. den Punkt A^" zu konstruieren, beachte man zuerst, 
daß er auf der durch A^' gehenden Ordinate liegen muß. Seine hori- 
zontale Kote, die Ordinate ^ ergibt sich zufolge Gl. (2), da 9: = /c ■ 




ist, als n 



.. ^ 



Wir haben daher die Strecke P„" P" 



gleiche Teile zu teilen und durch den k"" Teilpunkt 



eine Parallele 
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zur Grundlinie zu ziehen; sie schneidet die besagte Ordinate in A^'. 
Auf solche Weise erhalten wir gleich n—\ Punkte außer Pj," und P^" 
für den Aufriß, die wenn n hinreichend gi-oß ist, kuv Zeichnung ge- 
nügen. 

Um in einem heliebigen Punkte M der Schraubenlinie die Tan- 
gente i zu erhalten, beachten wir, daß zunächst t' die Tangente an 
den Kreis in M' ist. t" muß durch M." gehen, also brauchen wir 
iinr noch einen Punkt der Tangente zu haben. Als solchen nehmen 
wir zweckmäßig den ersten Spurpunkt T^ von (. Seine Koordinaten 
erhalten wir aus Gl. (5), indem nämlich die von M' sind r cos q?, 
r sin ^, bekommen wir 

r<p ist aber die Bogenlänge P^M' auf dem Grundkreise. Man hat 
also diesen Bogen zu rektifizieren (vgl. Nr. 177) und auf t' von M' 
aus in der Richtung M' . . P^ eine Strecke gleich diesem Bogen abzu- 
tragen; der Endpunkt ist T^ ^ Tj'. Daraus erhält man sofort T", das 
mit M" verbunden t" liefert. Damit ist die Tangente völlig bestimmt, 
und man kann leicht ihren zweiten Spurpunkt finden. 

Um die Schmiegungsebene in M zu erhalten, erinnere man sich, 
daß sie durch t geht, und daß daher ihre Spurlinien ij, t^ durch T^, T^ 
gehen müssen. Außerdem zeigt uns Gl, (6), daß (j die Gleichung hat 

X ■ &\a fp — y ■ cos tp =• rtp, 
also ist \ parallel zu OM', d. i. senkrecht zu t'. Man hat demnach, 
um (j zu erhalten in T^ auf i' die Senkrechte zu errichten. Verbindet 
man alsdann den Punkt y^^Esi^Wj^ mit 1\, so erhält man die zweite 
Spur ig der gesuchten Ebene. 

Anmerkmig: Da t^ Tangente an den Ort der Punkte 2^, das ist 
die Evolvente des Grundkreises ist, so ist man also auch imstande 
au diese Kurve die Tangente zu zeichnen. 

321. Nachdem wir so die Darstellung der Punkte, Tangenten 
und Schmiegungsebenen kennen gelernt haben, können wir leicht weitere 
Aufgaben über die Schraubenlinie lösen. So können wir (vgl. Nr, 217) 
die Zykloide konstruieren, die ihren Schatten auf eine zur Achse senk- 
rechte Ebene darstellt, wenn sie von einem unendlich fernen Punkte 
beleuchtet wird, oder die hyperbolische Spirale, die entsteht, wenn sie 
zentral von einem Punkte C der Achse auf eine ebensolche Ebene 
projiziert wird. Alsdann projiziert sieh jeder Punkt M der Kurve in 
den Spurpunkt j(/j der Geraden CM, der auf dem Radius OM' des 
Basiskreises liegt, wenn M' die erste Orthogonalprojektion von M ist. 
Andere Projektionen lassen sich mit Hilfe des in Nr. 19 angegebenen 
Verfahrens finden. Wir wollen noch auf einige andere Aufgaben hin- 
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I. Diejenigen Pnnkte einer Schraubenlinie zu bestimmen, in denen 
die Tangenten parallel zn einer gegebenen Ebene x sind. 

Alle Tangenten bilden mit der Achse denselben Winkel Q (s. Nr. 218); 
wenn man daher von einem Punkte Y der Achse, der im Abstände c von 
liegt, die Parallelen zu diesen Tangenten zieht, so bilden diese einen 
geraden Kegel, der als Grundfläche den Kreis K um mit dem Radius 
c ■ tg ö hat. Wir legen nun durch V die Ebene e parallel zu x und 
suchen die Punkte, in denen ihre Spurlinie K schneidet. Ist Y einer 
dieser Punkte, so sind diejenigen Tangenten des Kreises T', der den 
Grundriß der Schraubenlinie bildet, die parallel zu OY laufen, die 
ersten Projektionen der gesuchten Tangenten. Zieht man daher durch 
den zu r senkrechten Durchmesser von V, so sind seine End- 
punkte die ersten Projektionen der auf der ersten Windung gelegenen 
gesuchten Punkte; die zweiten ergeben sich leicht. Auf jeder Windung 
liegen zwei Punkte Ton der verlangten Eigenschaft. 

II. Diejenigen Punkte einer Schraubenlinie zu bestimmen, in 
denen die Schmiegungsebenen parallel einer Geraden <j sind. 

Wir legen durch g die beiden Ebenen, die mit der Grundrißebene 
den Winkel %~^ bilden, wo * der in Nr. 219 bezeichnete Winkel 
ist. Ist s z^ [s^, Sj] eine von ihnen, so ist e einer der gesuchten Schmie- 
gungsebenen parallel. Nun sahen wir, daß die Spur t^ einer Ebene, 
die unsere Kurve in dem Punkte M oskuliert, parallel zum Radius OM' 
ist. Ziehen wir also durch die Parallele au Sj, so schneidet sie die 
erste Projektion der Schraubenlinie in zwei Punkten, die beide als 
Grundriß der gesuchten, auf der ersten Windung gelegenen Punkte 
angesehen werden können. Natürlich liegen auf jeder Windung zwei 
ebensolche Punkte. 

IIL Die Schmiegungsebenen einer Schraubenlinie zu finden, die 
dnrch einen festen Punkt F gehen. 

Alle Schmiegungsebenen bilden mit der Grundrißebene den kon- 
stanten Winkel : — 0, demnach haben die dui'ch F gehenden als 
Spuren Gerade, die den mit c-tg* um F' beschriebenen Kreis K be- 
rühren, wo e die Horizontalkote von F ist. Anderseits umhüllen die 
Spuren der Schmiegungsebenen eine Kreisevolveate E, die wir in der 
vor. Nr. punkt- bzgl. tangentenweise zuzeichnen gelernt haben. Also 
sind die ersten Spuren der gesuchten Ebenen die gemeinsamen Tan- 
genten von K und E. Die zweiten Spuren findet man mit Benutzung 
des [Jmstandes, daß die Ebenen durch F gehen müssen. — Zur Kon- 
trolle benutze man den Satz von ßeye (Nr. 219). 

IV. Eine Schraubenlinie darzustellen, von der man die Achse 
a = (a', a"), einen Pnnkt P^ = (P(,', P«"), die Ganghöhe H und den 
Drehuugssinn kennt. 
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Die Aufgabe ist leicht, wenn a senkreclit zu einer Projektions- 
ebene oder parallel der Grundlinie ist. Im allgemeinen Falle fassen 
wir P3 als Anfangspunkt der Schraubenlinie auf und legen durch ihn 
zunächst die zu a senkrechte Ebene t e= [t^, t^] (a. Nr. 31), die a in C 
treffen möge. Von der Ebene t werden wir auch zweckmäßig die 
Aftlniiätsachse l mit Hilfe der Geraden CP^ konstruieren. Nun legen 
wir die Ebene r in die Grundrißebene um, und zeichnen (siehe die 
Fig. 81) die Umlegungen (Pf,) 
und{Cj; der um (O) mit {C){P,,) 
beschriebene Kreis (K) ist dann 
die Umlegung des Grundkreises 
des Zylinders dem die Schrauben- 
linie aufgezeichnet ist. Wir teilen 
nun den Kreis (K) von (Pp) aus 
in eine beliebige Anzahl n glei- 
cher Teile. Es sei (it/^) der fc" 
dieser Teilpunkte, eo können 
wir hieraus M^' sowie M;." ab- 
leiten mit Benutzung von l. 
-Mj, = (M^', M^") wäre dann die 
Projektion eines Punktes M der 
Bchraubenlinie auf die Ebene t 
und wegen der charakteristischen 
Eigenschaft dieser Linie, ist dann 
MM^== k ^, folglich M'M; = 
k ^-■cos/3i, wenn /3j die Neigung der Achse a gegen die Grundrißebene 
ist. Ziehen wir also durch Jlf/ die Parallele zu a', in der durch den 
gegebenen Drehungssinu bestimmten Richtung, und geben ihr diese 
Länge, so ist der Endpunkt M' die erste Projektion des Punktes M der 
Kurve. Die Ordinate von M' schneidet dann die durch il/^" zu a" ge- 
zogene Parallele in M". Durch Variation von k (bzw. w) erhält man 
beliebig viele weitere Punkte in derselben Weise. 
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Drittes Buch. 
Flächen. 

Erstes Kapitel. 
Allgemeines über die Fläebeu. 
§ 1. Flächen als geometrische Örter von Punkten. 
222. Lassen wir eine reelle Kurve sich im Räume bewegen, 
wäiiremi aiü selber sich nach einem bestimmten Gesetze deformiert, 
indem sie eine einfach unendliche Folge von Formen und Lagen an- 
nimmt, so ist der geometrische Ort der von ihr eingenommenen Lagen 
eine Fläche. Die bewegliche Kurve heißt die erzeugende Kurve 
oder ihre Erzeugende. Jene Kurve kann nun (s. Nr. 192) vermittels 
eines Parameters t in rechtwinkligen Koordinaten durch drei Gleichungen 
von folgendem Typus dargestellt werden: 

x^m^ y-n(t), ^-Ut). 

Hierbei muß jedoch zugegeben werden, daß die Koeffizienten, die in 
diesen drei Funktionen auftreten, auch nicht mehr konstant sind, son- 
dern wiederum Funktionen eines anderen Parameters « sind. Um dies 
auszudrücken, woUen wir schi-eiben 

«-«(,«), !,-,((,«), »-«(,«) (1) 

Jedem Werte von u entspricht dann eine der erzeugenden Kurven, 
und jedem Werte von t ein Punkt derselben, d, i. ein Punkt der Fläche. 
Man kann jedoch in Gl. (1) auch t festhalten, und u als veränderlich 
ansehen; alsdann stellt bei jedem Werte von t die Gl. (2) eine Kurve 
dar, die der gegebenen Fläche angehört; variieren wir t, so entsteht 
eine zweite Reihe von oo^ Kurven, die der Fläche angehören, und als 
die Glieder eines zweiten Systems von Erzeugenden, derselben 
Oberfläche angesehen werden können. Die Fläche ist also von einem 
doppelten System ron Kurven überzogen; zwei beliebige Kurven der 
beiden verschiedenen Systeme schneiden sich in einem Punkte der 
Fläche, während umgekehrt durch jeden Punkt der Fläche (im allge- 
meinen) eine Erzeugende von jedem System hindurchgeht.^) 

Wir wollen mit Kurve (m) diejenige Erzeugende des ersten Systems 
bezeichnen, die dem Werte w des Parameters entspricht, mit Kurve {i) 

1) Die geographischen Karten bieten, mit ihren Parallelen und Meridianen, 
ein übliches Beispiel solcher Betrachtung. 
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jene des zweiten, die dem Werte ( entspricht, und mit Punkt {t, u) 
jenen Punkt der Flüche^ dem die beiden Parameter t und u zukommen. 
Jede analytische Diirstellung vom Typus (1) wollen wir als para- 
metrische Darstellung der Fläche bezeichnen. Aus einer solchen 
Darstellung lassen sich unendlich viele ableiten, indem man t, u gleich 
beliebigen, aber von einander unabhängigen Funktionen von zwei neuen 
Parametern setzt. Jeder solchen Darstellung entspricht eine Erzeugungs- 
art der Fläche durch die mit einer Deformation verbundene Bewegung 
einer Kurve. 

Steilen wir zwischen den Variabein t, u eine beliebige Beziehung 
her, etwa <a[t,u) = 0, oder nehmen sie als Funktionen einer dritten 
unabhängigen Variablen s, etwa t — (p{s),u ^ x{^)t ^° scheiden wir 
aus der Gesamtheit der oo' Punkte der Oberfläche, eine Folge von oo^ 
Punkten aus; wir erhalten so zwei analytische Darstellungen irgendeiner 
Kurve auf der Fläche, die eine Verallgemeinerung derjenigen sind, die 
wir früher (Nr. 177) für eine ebene Kurve angewendet haben. 

Durch Elimination von ( und u aus den Gl. (1) entsteht eine 
Gleichung von der Form 

/•(*,!/,«)-(> P) 

Sie heißt die Gleichung der Fläche und kann ebensowohl wie 
Gl. (1) zur Untersuchung der geometrischen Gebilde dienen, mit denen 
wir uns hier bescHiftigen, 

Umgekehrt; ist die Gl. (2) gegeben, ao kann man aus ihr auf un- 
zählig viele Weisen eine parametrische Darstellung der Fläche her- 
leiten; zu diesem Zwecke kann man beispielsweise auf folgende Art 
verfahren: Wir lösen Gl. (2) nach 5 auf und setzen also 

alsdann läßt sich die Fläche darstellen durch die Gleichungen; 

X ^ <f{t, u), y ^ x{t, u), z ^ Fi^(t, u), x(ß, «)]; 
wo (p und ;[ beliebige, von einander unabhängige Funktionen für die 
Parameter t, u sind. 

In dem besonderen Falle, daß die Funktion f(x, y, s) in das Pro- 
dukt der r Funktionen f„ f^,... f^ zerfäUt, stellt die GL (2) die Ge- 
samtheit von den r Flächen f^{x, »/,,?)= (« =■ 1, 2, 3 . . . r) dar, und 
man sagt, die Fläche sei zusammengesetzt, im anderen Falle heiSt 
die Fläche einfach, und das ist der Fall, den wir als normal ansehen 
wollen. 

Sind, umgekehrt, die Funktionen %, rj, % oder die E'unktion F ge- 
geben, so wird i. a. durch die Gleichungen (1} oder (2) eine Fläche 
bestimmt. Die Funktionen |, jj, £, f wollen wir dahin einschränken, daß 
mindestens eine keine Konstante sei, und daß ihre Koeffizienten reelle 
Zahlen seien; man nennt dann die Fläche reell; dies schließt jedoch 
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nicht ein, daß die betrachteten Flächen auch reelle Punkte haben. ^) 
Ferner aei augenommen, daß die Fvmktionen i. a. kontinuierlich seien 
und Ableitungen der betrachteten Ordnung für alle Werte der in sie 
eingehenden Variabeln besitzen. 

Zwei Gleichungen Tom Typus (2), wie 

f,{x,),z)-0, f,{x,y,,)-0 

stellen zugleich betrachtet den Schnitt der beiden dargestellten 
Flächen dar, also die beiden Flächen gemeinsame Kurve. Diese wird 
reell genannt, wenn die betrachteten Flächen beide reell sind, dennoch 
ist es möglich, daß sie keinen reellen Punkt hat. 

Zur Übung; Sind in G!. (2) die Koeffizienten komplese Zahlen, so enthält 
die Fläche dennoch im allgemeinen eine reelle Eurve. 

223. Ist eine Fläche 3^ durch eine Gfleichung vom Typus [2) ge- 
geben, so können wir die Betrachtungen, die wir bei den in ähnlicher 
Weise dargestellten ebenen Kurven gemacht haben (vgl. Nr. 178), in 
geeigneter Weise verallgemeinert auch hier wiederholen, wie wir so- 
gleich dartun wollen. 

Es sei Pii{Xg, y^, z^} ein beliebiger fester Punkt im Räume. Durch 
ihn ziehen wir eine beliebige Gerade g, die mit den Koordinatachsen 
die Winkel «, ß, y bildet; alsdann besteht die Beziehung 

cos^ a + cos^ ß + coB^ 7 = 1 j (3) 

und die Gerade g wird dann dargestellt durch die Gleichungen 

(*) 

Infolgedessen lassen sich die Koordinaten eines beliebigen Punktes P 
von g darstellen in der Form 

X = X^ -\- Q CQS (t, y = y^~\- Q COS ß, S = Z^-\- S COS f, . (5) 

wo p den Abstand der Punkte P und P^ bedeutet. Die Schnittpunkte 
Pj, Pä . . . von g mit 3^ entsprechen dann denjenigen Werten von p, 
die der Gleichung genügen 

/(^o + P cos K, j/o + 9 ^'■^^ ß> ■^o + P '^^^ y) =" 0, 
oder, wenn wir nach wachsenden Potenzen von p ordnen, 

/■(»., S., 8.) + P I (li)^ co> « + Q'^^ CO» /J + g)^ cos r \ 
+ li I ©).«»'"+ ^ - + 2 (i/il cos ,3 CO, i- + ... ) . (6) 

+-!-;i..-i+.-.-o. 



y — Pa 



1) Als Beispiel diene 3!'-|- i/'-j- ^* + ^' = *'■ 
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Nehmen wir nun an, daß Pg der Fläche angehöre, so wird einer 
der Abstände PijP^, P^P^ . . . gleich Niill werden; alsdann hat die Gl. (6) 
eine Wurzel Q = 0; in der Tat fehlt dann in (6) das bekannte Glied, 
da ja in diesem Falle f(Xg, %, Zg) = wird. Von dieser Wurzel be- 
freit lautet dann die Gfleichung: 

Wählen wir jetzt die Gerade ff, die bisher beliebig durch P^ ge- 
zogen war, in geeigneter Weise, so können wir bewirken, daß noch 
ein zweiter der Schnittpunkte von g mit fT mit P^ zusammenfällt, 
d. h. daß (6) nicht nnr eine, sondern zwei Wurzeln p = habe; hierzu 
genügt es, die Winkel a, ß, y so zu wählen, daß 

©."'"'« + Q »»^ c + (li). «">--<>• • • ■ (') 

Erinnern wir uns nun, daß von den Winkeln k, ^, y nur zwei 
voneinander unabhängig sind (s. Gl. (3)) und daß, wenn die drei Ab- 
leitungen ^, - , nicht alle im Punkte P^ zugleich Null sind 
(d.h. wenn P„ ein gewöhnlicher Punkt der Fläche /{ic, «/, ?) = ist), 
nun eine Beziehung (7) zwischen ihnen besteht, wodurch sich jene 
Bedingung auf eine einzige reduziert, so erkennen wir, daß man dBreh 
einen gewöhnlichen Punkt einer Fläche nnzählig viele Geraden ziehen 
kann, die sie in zwei mit jenem zusammenfallenden Pnnkten schneiden. 

Diese Geraden heißen die Tangenten an die Fläche im Punkte i*,,. 
Um die Gleichung des geometrischen Ortes dieser Tangenten zu finden, 
beachten wir, daß wenn {x, y, s) ein beliebiger Punkt derselben ist, 
die Gl. (4) bestehen müssen, und daher wird (7) zu 

(s). (- ~ »=.)+ (ID. (»-*'+(K). (*-*.)-»■ ■ w 

Betrachten wir nun hierin x, y, s als laufende Koordinaten, so 
stellt diese Gleichung jenen Ort dar; da sie nun vom ersten Grade, und 
im allgemeinen bestimmt ist, so stellt sie eine Ebene dar, die die Be- 
rühruugs- oder Tangential-Ebene der Fläche genannt wird. 
Damit ist also gezeigt: Für jeden Punkt _P(, der durch /(a-, y, «) = 
dargestellten Fläche fF, für den die ersten drei Ableitungen existieren, 
and nicht alle gleich Null sind, liegen alle dort terührenden Ge- 
raden in einer Ebene. Diese Ebene ist auch der Ort der einfach un- 
endlich vielen Geraden, die die durch P^ gehenden auf der Fläche 
gezeichneten Kurven in diesem Punkte herühren, und daher: Ist eine 
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Kurv« der Schnitt zweier Flächen, so ist die Tangente in einem be- 
liebigen ihrer Punkte _P die Schnittlinie der beiden Tangentialebenen 
an jene beiden Flächen in _P. 

2"ü. Aus dem Obigen ergibt sieb: Um die Ebene t^ zu kon- 
struieren, die eine Fläche JF in einem Punkte P^ berührt, genügt es, 
zwei beliebige durcii P^, gehende und auf SF liegende Kurven F und z/ 
zu betrachten, und an diese beiden in P,, die Tangenten zu ziehen; 
diese bestimmen dann Tj,. Als solche Kurven kann man zweckmäßig 
zwei ebene Schnitte von JF nebmen, oder wenn man die para- 
metriacbe Darateilung kennt, als F die durch P^ gehende Kurve (() 
und als ^i die entsprechende Kurve (u). Diese Wahl fuhrt leicht dann 
zur Gleichung der Berfihrungsebene an eine durch GL (1) dargestellte 
Fläche, wie wir jetzt zeigen wollen. 

Es seien („, Mq die Parameterwerte von t und m die zum Punkte P,,, 
in dem man die Berührungsebene legen will, geboren. Da die Grleichuog 
der Kurve (*(„) lautet 

so muß die Tangente an sie im Punkte Pg folgende Gleichimg haben 
(s. Nr. 193) 

(S)r~ ©. " ©. ■ 

ÄSinlich hat die Tangente in P^ an die Kurve (t^) die Gleichung 

Nun liegen aber diese beiden Geraden in der durch folgende Gleichung 
dargestellten Ebene: 

«-«'„».) y-i(t„«,) a-SA,«.) 

6!). a m. :=0. . m 

(IS. r.). ^ (i). 

Diese Gleichung ist im allgemeinen bestimmt, und daher ist sie die 
Gleichung der Tangentialebene im Punkte Po("oiO ^'^ ^^^ Flache (1). 

225. Wir woUen jetzt untersuchen, ob eine durch den Punkt P^ 
der Fläche gelegte Gerade g die Fläche in drei mit P^ zusammen- 
fallenden Punkten treffen kann. Damit dies eintrete, muß ff zunächst 
in der Berührungsebene liegen, und ferner müssen die Richtungskosinus 
von ff folgender Gleichung ) 



(g,)_eos>.+ .. + 2(,^y_co.^co,r + ----0. 
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Sie muß also, außer daß sie der durch (8) dargestellten Ebene ange- 
hört, noch auf dem Kegel zweiter Ordnung liegen, der folgende Glei- 
chuug hat 

(S). (»>-%)' + ■■- + 2 (ft,'s,). (» -».)('-%) + -■■- 0. (10) 

üa Pg der Scheitelpunkt dieses Kegele ist, so folgt hieraus: Unter deu 
Geraden, die eine Pläclie in einem gewöhnlichen Pnnkte F^ berühren, 
giht es im allgemeinen zwei, die die Fläche in drei mit Fg zusam- 
menfallenden Punkten treifen. Man nennt dieselben dieHaupttangen- 
ten der Fläche in jenem Punkte. Jenachdem sie reell und verschieden, 
zusammenfallend, oder konjugiert imaginär sind, heißt der Punkt ein 
hyperbolischer, parabolischer oder elliptischer. Im allgemeinen 
enthält eine Fläche ein Gebiet hyperbolischer und eins elliptischer Punk- 
te, die durch eine Folge parabolischer Punkte geschieden sind, die so- 
genannte parabolische Kuive der Fläche. Der Punkt (a;^, i/p, ^o) ist 
hyperbolisch, parabolisch odei elliptisch, jenachdem die Ebene (8) den 
Kegel (10) in zwei reellen getrennten, zwei zusammenfallenden, oder 
konjugiert imaginären Geiaden ■ichneidet, oder, wie eine kurze Rech- 



(11) 



Die paral ol •sehe K rve e nei Flael e w rd daher durch das System der 
be den Gle ehungen dar estellt 1 e u an erhält, wenn man sowohl die 
Determ nante ^ als auch d e l'unkt on f(x^, y^, üq) gleich Null setzt. 
Veigle cht man 1 e e be len Gle ehungen mit den Gl. (6) in Nr. 178, 
80 erhellt daraus 1 e Analog e do parabolischen Punkte einer Fläche 
mit ien Wen lep nkteu e e ebenen K irve. 

Um festiustellen \ e 8 ch i e Fla he (2) in der Umgebung eines 
ihre Punkte Po(a;o it, o) ''erhalt losen wir ihre Gleichung nach einer 
der Koordinaten am und erhalten so z. B. 

« - i-Xi'. y); 

alsdann wird die Gleichung der Berührungs ebene im Punkte F^ 



achdem .4 


^ 0, mdem man setzt 
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während ^ /S'F\ / d'F \ 



m. 



, r I ("') 

wird. Es sei nun P{Xo -\- k, ^q + ^ ^o + ^"^ ^^^ -^o unendlich nahe 
liegender Punkt der I'iäche, also h, h, l unendlicli kleine Größen, die 
durch die Beziehung äq + i =■ F{x^ + Ä, j/q + K) miteinander verknüpft 
sind, oder da ja s^^- -f (^oj ^o); ^^ '^^ 

'=HS).+'Q.+Äe(m+^"(äl^).+'*Q>^(-)- 

Der Abstand jenes Punktes P von der Berühmiigsebene in Pj, wird 
dann ausgedrückt durch 

.■(*-(S).+-»(g.U'-(m)+ - 

Da nun 7(, Ä unendlich kleine Größen sind, so hängt das Vorzeichen 
von 8 ab von dem des Trinoms 



ii} 



^^»(£a+''{P. 



und es ist bekannt, daß, wenn ^ > 0, dieses ein mit den Werten und 
Vorzeichen von h und h veränderliches Voraeiehen hat, während, wenn 
z/ < 0, dieses Vorzeichen konstant ist. Dies zeigt uns, daß es im ersten 
Falle Punkte auf der einen und der anderen Seite der Berührungs- 
ebene t,, gibt, während im anderen Falle alle benachbarten Punkte auf 
derselben Seite von r^ liegen. Folglich: In der Nähe eines elliptischen 
Panktes liegt eine Fläche ganz anf derselben Seite der zugehörigen 
BerHhrnngsebene, während sie in der Nähe eines hyperbolischen teils 
anf der einen, teils auf der anderen Seite jener Ebene liegt. 

Die obigen Betrachtungen führen auch zu einer Bestimmung der 
parabolischen Kurve einer Fläche, deren par^metrische Darstellung man 
kennt. Ist nämlich S wieder der Abstand des Punktes (t + h, u + k) 
von der Ebene, die die Fläche (1) in ((, m) berührt, so hat man we- 
gen Gl. (9) 

■ Ut + h,u+k)~k(t,u) ri(t+h,u+]c)-ri(t,u) t{t+h,n + k)-Ui,u) 
\ 84 Sv SJ 



wo D die positive Quadratwui7-el aus folgender Größe ist: 
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Jenactdem nun die Determinante dieser binären quadratischen Form 
in Ä, li größer, gleich oder kleiner als NuU, ist der Punkt {t, u) hyper- 
bolisch, parabolisch oder elliptisch; folglich hat der Ort der parabolischen 
Punkte die Gleichung 

)u' H' 3m'; :c't-dw dl-Su St 
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336. Zu der angegebenen Unterscheidung der drei Arten von 
Punkten einer Fläche JT gelangt man auch durch Betrachtungen an- 
derer Art, die wert sind, daß wir uns mit ihnen bekannt machen. Wir 
betrachten die Kurve F, in welcher die Berührungaebene Tj, des ge- 
wöhnlichen Punktes P^ die 9^ sehneidet. Jede beliebige durch P,, 
Tg gelegene Gerade g ist Tangente der Fläche, d. h. schnei- 
i in zwei mit Pg zusammenfallenden Punkten; diese gehören aber 
auch der Kurve P an, folglich berührt g auch die Kurve in Pg. T 
hat also die Eigenschaft, von jeder durch Pg gehenden Geraden ihrer 
Ebene in P(, berührt zu werden; dies erfordert aber nach Nr. 19.\, 
daß P(, wenigstens ein Doppelpunkt (wenn nicht ein vielfacher Punkt) 
von r sei. Also hat die Schnittkurve einer Berührungsebene mit 
einer Fläche im Berührungspunkte einen Doppelpunkt.*) Die beiden 
Tangenten aber an P in P^ aehneiden Fund folglich auch SF in drei- 
zusammenf allen den Punkten, sie sind also die schon früher als solche 
bezeichneten Haupttangenten. Jenachdem diese reell und getrennt, 

1) Die txi' Berührungsebenen einer Fläche Bcbneideu sie daher in ebenso- 
vielen Kurven, deren jede einen Doppelpunkt hat. Es sei im Vorübergehenden 
bemerkt, daß eine Fläche i. a. 00' Berfihrungsebenen besitzt, deren Schnittkurve 
zwei Doppelpunkte besitzt, und eine endliche Anaahl, die drei deraelben habpn; 
es sind die sogenannten Bitangential- oder Tritangeiitialebenec 



Hosted by 



Google 



148 III. Buch. Flächen. 

zusammenfallend oder konjugiert imaginär sind, ist F^ für fein Knoten, 
eine Spitze, oder ein isolierter Punkt. Andererseits sahen wir, daß jene 
drei Fälle den drei genannten Arten von Punkten einer Fläche ent- 
sprachen, und somit können wir auch folgendes andere Kriterium 
aufstellen: Ein Punkt einer Fläche ist hyperbolisch, paraholisch oder 
elliptisch, jenacfidem die zugehörige Beriihrnngsebene die Fläche in 
einer Kurve schneidet, die in jenem Punkte einen Knoten, eine Spitze 
oder einen isolierten Punkt hat, 

227. Wir nehmen die Untersuchung der Gleichung (6) S. 142 wieder 
auf, lassen jedoch die bisher angenommene Bedingung fallen, daß nicht 
alle drei partiellen Ableitungen erster Ordnung der Funktion f gleich 
Null seien. Hingegen und allgemeiner wollen wir jetzt annehmen, daß 
für den (singulären) Punkt P^ix^, y^, s^ nicht nur die Funktion f, 
sondern auch alle ihre Ableitungen bis zur (r — 1)'™ Ordnung, nicht 
aber alle der r'"" Ordnung, gleich Null werden. Alsdann beginnt die 
Gl. (3) mit dem Gfiiede in q'', und folglich wird jede durch P^ ge- 
zogene Gerade die ^ in r mit F^ zusammenfallenden Punkten schnei- 
den; infolgedessen hat jeder durch P^ gehende ebene Schnitt der Fläche 
diesen Punkt als r-fachen; man sagt dann, daß F^ ein r-facher Punkt 
der Fläche sei. Damit also Pg yon dieser Beschaffenheit sei, müssen 
für seine Koordinaten, die Funktion f, die drei ersten, die sechs 
zweiten, . . ., die - ^' {r — 1)'™ Ableitungen nach x, y, z ver- 
schwinden, Pp hat also im ganzen 

Bedingungen zu genügen. 

Angenommen nun, dies sei der FilII, so kann man sich fragen, 
ob man durch P^ eine Gerade ziehen kann, die die E'läche nicht bloß 
in )-, sondern in c + t niit P^ zusammenfallenden Punkten trifft. Es 
genügt offenbar, jetzt die Biehtungakosinus der Geraden noch so zu 
wählen, daß auch der Koefftzient von p'" in Gl. (3) verschwindet, mit 
anderen Worten, daß 



^^r^in.. 



■ cos'^/i - cos')' -= 0: 



[* ^ 0, Ä ;^ 0, i ^ 0, i + Ä' + / = )■]. 

Hieraus folgt, daß es oo^ solcher Geraden gibt, und diese bilden e 
Kegel von der Ordnung r, der in folgender Weise dargestellt wi: 



2^ 



TTTj] ^a'J'ifS}.^" - "'^''^ - »•)'(* - ''''• 



Es ist der Tangentialkegel an die Fläche in dem betrachteten siii- 
sju^ren Punkte, Man kann aber durch P„ noch Gerade ziehen, die SF 
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in r 4- 2 irnt Pq zusamm^ntallendeii Punkten treffen; hierzu ist nur 
erfoideiliili daß auch dtr Koetflzient von ()''+^ in Gl. (3) vers eh windet. 
Solche Geraden mü'iaen dann auch auf einem Kegel von der Ordnung 
(r + 1) hegen, also gibt es im allgemeinen r{r + 1) solcher Geraden. 
Zusammenfassend können wir sagen: Alle die c»^ Geraden, die durch 
einen r-fachen Punkt F^ einer Fläche gehen, schneiden die Fläche 
in V mit _Po zusammenfallenden Punkten; unter ihnen gibt es aher 
coi auf einem Kegel v*-" Ordnung gelegener Geraden, die mit der 
Fläche r 4- 1 mit P^ znsammenfallende Punkte haben, und *•(!'+ 1), 
die deren r + 2 haben. Für r = 1 umfaßt dieser Satz die schon 
(S. 143 u. 145) angegebenen Eigenschaften eines gewöhnhchen Punktes, 
der Tangentialebene und der Haupttangenten. 

Aus den bekannten Eigenschaften der vielfachen Punkte einer 
ebenen Kurve (vgl, Nr. 181) und den angegebenen für die einer Fläche 
ergibt sich nun alsbald: Schneidet man eine FlÄehe mit einer durch 
einen »■■fachen Punkt gehenden Ebene, so erhält man eine Kurve, 
für die jener Punkt ein j'-facher ist; die zugehörigen Kurven- 
taiigenten sind dann die Schnitte jener Ebene mit dem Tangential- 
kegel jenes Punktes an die Fläche. 

Wir bemerken noch: Schneidet eine Ebene r^ eine Fläche fF in 
einer Kurve r die in P^ einen Doppelpunkt hat, so ist, wenn F^ 
nicht auch für ? ein vielfacher Punkt ist, t,, die Tangentialebene an 
fF in F^. In diesem Falle, wird nämlich jede durch P^ in t^ gezogene 
Gerade die T, und demnach auch fT, in zwei mit P^ zusammenfallenden 
Punkten schneiden, die Ebene x^ ist also der Träger eines Büschels 
von Taugenten; infolgedessen ist, da P^ ein gewöhnlicher Punkt sein 
soll, x^ die Tangentialebene in F^ an tF. 

338. Der einfachste Fall eines vielfachen Punktes entspricht der 
Annahme *• = 2; ein solcher Punkt heißt Doppelpunkt und sein Vor- 
handensein ist an das gleichzeitige Bestehen folgender vier Gleichungen 
geknüpft: 

ft-.,».,-.)-0, (g) = 0, (|)-0. (1-0 -0. (12) 

Da nun in (12) für die drei Unbestimmten a;^, y^, e^ vier Gleichungen 
bestehen sollen, so ist klar, daß, wenn man die Funktion ganz nach 
Belieben gewählt hat, dies nicht möglich ist, somit besitzt eine Fläche 
im allgemeinen keine Doppelpnnkte, oder anders gesagt: Flächen mit 
Doppelpunkten sind spezieller Art. Daß dieser Satz a fortiori für 
vielfache Punkte gilt, ist offenbar. Aus den Gleichungen (12) und der 
Gl z/ = (11) der parabolischen Kurve zieht man sofort den Schluß, 
daß diese Kurve durch die Doppelpunkte geht. 

Nehmen wir an, daß die Gl, (12) erfüllt seien, dann hat der Berührungs- 
kegel an die Fläche in dem betrachteten Punkte (x^, y„, s^) die Gleichung 
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(f/,)/^-^o)^+--- + 2(^)^(j,-»)(,.-.„) + --- = 0. (13) 

Hat nun dieser Kegel außer der Spitze nocli einen und infolgedessen 
unendlieli viele reelle Punkte, so heißt der Punkt P^ eiu Knoten- 
punkt der Fläche, da jeder durch P^ gehende ebene Schnitt Ff, als 
Knotenpunkt hat; hat er aber außer dem Scheitel keinen reellen Punkt, 
so heißt er eiu isolierter Punkt, da jeder F„ enthaltende ebene Schnitt 
diesen Punkt als isolierten hat. Es kann auch der Fall eintreten, daß 
dieser Kegel in zwei (reeUe oder konjugiert imaginäre) Ebenen s 
fällt, alsdar -■-—■-■- -- 

hierfür ist 
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Sind im speziellen alle Determinaten 2*^ Ordnung in dieser Determi- 
nante gleich Null, so reduziert sieh der Kegel auf eine einzige in Pg 
doppelt berührende Ebene, und Pf, heißt dann ein uniplauarer Punkt. 

Dieser Klassifikation der Doppelpunkte einer Fläche entspricht 
eine andere der vielfachen Punkte, die eine größere Zahl von Fällen 
umfaßt; da sie keine prinzipielle Schwierigkeit bietet, so überlassen 
wir sie dem Leser als Übung. 

Es kann auch vorkommen, daß eine Fläche eine aus lauter Dop- 
pelpunkten (oder vielfachen Punkten) bestehende Linie enthält, eine 
sogenannte Doppel- (bzw. vielfache) Linie. Ist nämlich die Funktion 
f beispielsweise von der Art, daß 

f= V>i^- i>-2— fi^- Pi7 
dx - •}>' [2 y- ^, + -Pi #J - [2 3^- ^, + <p, g/J q., , 
J^ - ?■. [2 gf *. + « SsfJ - [2 -cf *. + t, §\ 9, . 

r. - »■' L- -w *' + ''. -sri - [2 Ti *. + <p-- -di f. ■ 

demnach verschwindet für alle Punkte der Kurve tp^^ 0, <p^ = die 
Funktion f mit ihren drei ersten Ableitungen, also ist jene eine Dop- 
pelkurve der Fläche. 

229. Wir nehmen noch einmal die Gl. (8) hervor, nämlich 

(S).(— .) + ©>-») + (g).(^--.)- 0; • (8) 

sie stellt, wenn x„, tff^, s„ gegeben sind, wobei f{Xf„ pg, z^ = ist, und 
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X, y, 3 variabel, die Gleichimg der Tangentialebene im Punkte P,, dar. 
Nehmen ^vir hingegen an, daß umgekehrt x^, y^, z^ unbekannt, und x, 
Vf ^ gegeben seien, so stellen die beiden zuletzt geachriebenen Glei- 
chungen, die Gesamtheit der Punkte P^ der Fläche dar, die die Eigen- 
Bchaft haben, daß die zugehörigen Tangentialebenen durch den Punkt 
F(x, y, 2) gehen. Diese Punkte Pt, bilden eiue (im allgemeinen 
räumliehe) Kurve, die durch das System der Gleichungen (8) und 

dargestellt wird. Offenbar ist sie auch der Ort der Berührungspunkte 
der von P and die Flache JT gezogenen Tangenten, mit anderen Wor- 
ten die Beriihmngskurre ^ ¥on fF mit dem ihr um beschriebenen Kegel, 
dessen Spitze in P liegt. Ist nun W die Begrenzung eines undurch- 
sichtigen Körpers, so trennt O den von P aus sichtbaren Teil von 5F 
von dem unsichtbaren; daher heißt (vgl. S. 27) der scheinbare 
Umriß der Fläche, gesehen von P aua^); wenn aber P ein leuch- 
tender Punkt ist, so trennt <& den beleuchteten Teil von ff" von dem 
im Schatten liegenden und wird Schattenlinie genannt. 
Setzen wir in Gl. (8) 

X = Q ■ cos «, y — Q ■ cos ß, S = Q ■ COS y 

und lassen alsdann p gegen oo konvergieren, so erhalten wir 

(g)_c„.. + Q»o,^ + (|f).c„,, = 0. . . (8.) 

und diese Gleichung im Verein mit f(x^, y^,, s^) = kann zur Bestim- 
mung des scheinbaren Umrisses der Fläche in bezug auf einen unend- 
lich fernen Punkt in der durch die Winkel a, ß, y bestimmten Rich- 
tung dienen. Insbesondere können die Gleichung 



mr'' ©r«- &0.' 







zur Bestimmung dieser Kurve in bezug auf die unendlich fernen Punkte 
der Koordinatachsen dienen. 

Kennt man von der fraglichen Fläche die parametrische Darstel- 
lung (1), so ist die Gl. (9) S. 144 die des scheinbaren Umrisses, wenn 
man in ihr x, y, z als gegeben ansieht und t^, «„ als variabel; ist aber 
der feste Punkt unendlich fern, so tritt an Stelle von (9) die folgende 
Gleichung ein ^^g^ ^^s^ cosy j 

'm.mMio (..) 

1) Der Name ligm de eonfow apparent findet aich zum ersten Mal in der 
Mimoire sur la theorie des deblais et remblais von Monge (a. S. 694 der Mem. de 
VAcad. d«s Sciences. Annöe MDCCLXXXI, Paris 1784). 
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Der scheinbare Umriß einer Fläche erfreut sich einer wichtigen 
Eigenschaft, die ausgesprochen wird durch den folgenden 

Satz: Ist der scheinbare Umriß einer Fläche fT gesehen von 
einem Punkt« C, and r eine beliebige Kurve auf fF, die * in Jf 
schneidet, so wird die Projektion von <& von C aas aaf eine be- 
liebige Ebene von der entspreeheuden Pro- 
jektion von r in der Projektion voa M be- 
rührt. 

Beweis. Es seien (Fig. 82) a und c die 
beiden Tangenten in M an ^ und F, von 
denen wir der Allgemeinheit wegen annehmen, 
daß keine durch das Projektionszentrum C 
gehe; sie bestimmen dann die Tangentialebene 
in M an die Fläche 3\ Nun gehen aber alle 
Tangentialebenen, die 5F in Punkten von * 
berühren, durch den Punkt C, gemäß der 
Definition, also ist (a c) eine projizierende 
Ebene, und infolgedessen fallen die Projek- 
^^' *^' tionen o*, c , die Tangenten an *' und F' zu- 

sammen in die Spurlinie der Ebene (a c). $' und I" haben daher 
in M' eine geraeinsame Tangente, d. h. sie berühren sich daselbst, 
w. z. b. w. 

Denken wir uns die Fläche ^ erzeugt durch die Bewegung einer 
Kurve F i. a. verbunden mit einer Deformation (S. 140), so wird die 
soeben aufgestellte Eigenschaft für alle Lagen von F gelten. 0' wird 
daher von oo^ Lagen der Kurve F' berührt werden, mit anderen Worten, 
ea ist die Enveloppe dieser Kurven. Wir haben daher den Satz : Wird 
eine Fläche durch eine i. a. mit Deformation verbundenen Bewegung 
einer Kurve erzeugt, so ist die Projektion des scheinbaren Umrisses 
der Fläche von jedem Zentrum C aaf eine beliebige Ebene :t die 
Enveloppe der Projektionen der oo^ Lagen dieser erzeugenden Kuive 
>on jenem Punkte C auf jt 

7ur Übung: Den obigen Sat/ *ur Fif^ur 80 a S, 13b zu verifizieren 
Anwendnng:. ^ sei eine Kugel der lii umschriebenfe Kegel mit clei ttpitze 
in dem beliel igi'n Eaumpunkte C lat Kreiskegel, er wird daher von einei be 
liebigec Ebene tc in einem Kegelschnitt F gesthnitten der die Piojektion des 
Kieiees r des echeinbareii Lmrieses TOn ff isi gesellen von C aui Es sei femer 
K der Kreis ii dem die Kugel toq einer zu tc parallelen Ebene a geschnitten 
wird er schneidet den Kieis F m awei Punkten, zufolge des TOngen Satzes ist 
also K doppeltheruhiend für F Insbesonderp nenn c eine dei zu jr parallelen 
Berührung ebenen ist so ist K ein Kreis mit dem Kalius der ?um Zentrum 
einen der Endpunkte F F^ des zu 31 Benkrpchten Durchmessers \in ^hat K 
hat also auch den hadiu? Null P, 1, &ind also anth NuUkreiee die F dop 
pelt berühren sie cmd also die Brennpunkte von T In der Zentral (udep 
Parallel ) Projektion emer Kugel xind die Brenniinnkte des Mliembaren Umrisses 
die Projektionen dei Endjmnkte des zur Projektionsebene senkrechten Dnrtli 
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n e ers de Kn^el W enn n beson le e d P ojekt o s bene -i m t iie l r 
bet a ht t n Beruh u el en o usamm nfUlt sq f 11t .F m t i* u amm n 
uul man h It den V kannt n Satz OH Qnetelet Dandel n "ft pd e n "e 
rader Kegel von t ner Ebene ge hnitten o sind d e Brennpankte Iff Ke el 
sehn ttes die Berul ruiio punkte dei beiden Kugeln d e dem Kegel e nbe br eben 
ti nd nnl jene Eb ne be uhren 

De b gen S,it und tle legnn Sd 1 6 n s ch au h anw nden auf 1 e 
FU he Ewe te dn n wenn man b a htet daß d e El eucB d e i a al) 1 zu 
Ben b ngsebene e ne Nabelp nkte nd d e FU heu nmKees hne de 
Man gelangt dann au f Igend m 'fat e l ojiz ert man e ne Flache zweitei Ord 
nnng zentral oder pirallel anf e ne Ebene die pirallel zu einem Kressfbntt 
der Flii he st o erhalt mau al» Pr jektion des I e nbaren Umr sse'i einen 
Kegels inift le zn Brennpunkt n d e Projekt uen der be den Nabelpunkte hat, 
die anf den Endpunkten des z I oj kt on ebene konjug erten Durol n esieri ler 
Fla 1 e 1 «sen 

'30 A B ie Gle h de Ta gent alebene m P nkte P{ / 2) 
a d^Ilche/f / t = ü{ N ^jg) e gil t s ch d e folgende ana 
lytisehe Darstellung der Normale n im Punkte {x, y, z) zur F^clie 

x_^ r_j, z_, 

Sf dl H ^ ' 

ei a» 8» 

wo X, Y, Z die lanienden Koordinaten sind; liieraus ergibt sicli, daß 
die Winkel }., n, v, die n mit den Koordinatachsen bildet, durch fol- 
gende Formeln bestimmt sind: 

II dl dl __ 

co..=f, co.,=t, co.«=ii, ,„,y=y(f3+(0-+§)-. 

Betrachten wir jetzt eine beliebige Richtung d, die mit den Achsen 
die Winkel tc, ß, y bildet, so hat der Winkel [dn] als Kosinns 

W 
Wollen wir daher diejenigen Punkte der Fläche haben, für die jener 
Winkel {an) konstant ist, so erhalten wir eine Folge von 00' Kurven, 
die die Schnitte der gegebenen Fläche tP mit den 00^ Flächen sind, 
deren Gleichung lautet 

^'' coac -I- -^ cos ß 4- -^ cos -/ 

i^__ J!._ _ 0/ ._.. = ; (Konst.) . . . {\o) 

Jene Kurven treten als sehr wichtig bei der Untersuchung der Be- 
leuchtung der Flächen auf (die Lichtstrahlen parallel vorausgesetzt) 
und heißen Isophoten, während die durch Gl. (15) dargestellten 
Flächen Isophotoiden genannt werden. 
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Ist die Gleichung der Fläche nach einer der Koordinaten, z. B. 
nach I »nfgelöit (Tgl. S. 145), also f(x, y, «) - « - F{x, tj), so wird 
die Gleichung der Isophofcoiden zu 

1/' + ©'+©■ 

Da diese uicht mehr enthält, so stellt sie einen Zylinder dar; inter- 
pretieren wir sie ala Gleichung einer ebenen Kurve, so stellt sie die 
Projektion der Isophote auf die a;y-Ehene dar. Dieser Umstand läßt 
sich nützlich verwenden, wenn man die Darstellung des Systems der 
Isophoten einer Fläche nach der Mongeschen Methode erhalten will, 
falls eine Projektionsebene zur xy-Ebene parallel ist. 

Zur Übung. Ist die Lichtquelle nicht unendlich fem, also ein eigentlicher 
Punkt (», &, c), so tieten als Tsophotoiden der Fläche f(x,y,z) = >i folgende 
Flächen ein: 



V<--^+T»--^+(^')"l/(K)'+(g)'+(g)' 

§ 2. Flächen als Bnvelopppn von Ebenen. 
231. Ist, wie wir im vorigen gesehen hahen, eine Flache als Ort 
von cc^ Punkten gegeben, so ist damit zugleich eine Folge von 00^ 
Ebenen bestimmt, deren jede Bertthrungsebene der Fläche ist. Nun 
nehmen wir umgekehrt an, daß zunächst eine doppelt unendliche Folge 
von Ebenen gegeben sei, dargestellt durch eine Gleichung von der Form 

^{t, u)-x + ^{i, u)-y + x{i, m) ■ 2 + (o{t, M) = 0, 
wo die ip, . ..,ia bekannte Punktionen der beiden Parameter t, u sein 
sollen. Wir betrachten nun die drei Ebenen jt^, jt^, x^ dieser Folge, 
die den Parameter werten t^, «;,; *<,+ h, m,,; t^,, Mo-f- /c entsprechen; lassen 
wir dann die h und fc nach Null hin konvergieren, so sehen wir, daß 
der Punkt (üo jTi ji^) einer im al^emeinen bestimmten und eindeutigen 
Lage zustrebt, die wir als den Berührungspunkt der Ebene (t^, u^) 
mit ihrer eigenen Enveloppe bezeichnen wollen. Die Koordinaten 
dieses Punktes erhält man durch Auflosung der drei Gleichungen 

fiio, «0) - * + Xii,, ^,)-y + Hto, «») ■ ^ + '»(io> «0) = 0. 

Variiert man hierin tg, Wq, so erhält man 00^ Punkte, deren Ko- 
ordinaten Ausdrücke haben die man erhält, wenn man diese drei Glei- 



Hosted by 



Google 



über die Flächen, 155 

chungen nach t, y, z auflöst, es sind also Ausdrücke tou folgender 
Form: 

«-«'.,«.), ?-v('.,«.), "-SÄ,",). 

Da nun diese von der Gestalt der Gl. (1) sind, so stellen sie eine 
Fläche dar, für welche die ursprünglich gegebenen Ebenen Tangential- 
eben sind. Damit ist erwiesen, daß eine Folge von cx>^ Ebenen i. a. mit 
einer Fläche als Ort von ebensoviel Punkten verknüpft ist. Infolge- 
dessen läßt sich jede Fläche von zwei zueinander dualen Gesichtspunk- 
ten ansehen, nämlieh als geometrischer Ort ihrer Punkte und 
als Enveloppe ihrer Berührungsebenen. Demzufolge bieten sich 
die Eigenschaften einer Fläche immer paarweise dar, man erhält den 
Ausdruck für die eine, wenn man auf den der anderen daa Gesetz der 
Dualität im Räume anwendet. Machen wir hiervon eine Anwendung. 
Wir sahen S. 149, daß es auf einer Fläche zuweilen Punkte gibt, die 
nicht nur eine, sondern unendlich viele Tangentialebenen zulassen, die 
einen Kegel zweiter Ordnung umhüllen. Dementsprechend gibt es Tan- 
gentialebenen, die nicht einen, sondern unendlich viele Berührungs- 
punkte mit der Fläche haben, die auf einem Kegelschnitte liegen: 
dieser kann reell oder imaginär sein, eigentlich oder zerfallend in 
zwei Punkte, die reell getrennt, zusammenfallend oder konjugiert ima- 
ginär sind, oder in zwei Geraden. Solche Ebenen heißen Doppel- 
berührungsebenen der Fläche. — Wir überlassen es dem Leser, in 
gleicher Weise den Begriff und die Eigenschaften der vielfach be- 
rührenden Ebenen aufzustellen. 

§ 3. Algebraische Flächen. 
332. Läßt sich die linke Seite der Gl. (2) S. 141 auf ein ganzes Po- 
lynom in X, y und s zurückführen, so heißt die Fläche algebraisch, im 
anderen Falle transzendent. Im ersten Falle hat der Grad n des Poly- 
noms eine sehr wichtige geometrische Bedeutung. Um diese darzutun, 
betrachten wir ziigleich mit der Fläche fF eine beliebige Gerade g 



die Schnittpunkte entsprechen den Wurzeln der Gleichung (6') in Nr. 223 
die jetzt mit p endet, da alle die Abgeleiteten von f(x, y, s) von der 
(« + l)-ten an identisch Null sind. Da nun diese Gleichung vom 
Grade n iu Q ist, so hat sie « Wurzeln, und demnach wird die 
Fläclie 5F von jeder Geraden des Raumes in n Punkten geschnitten. 
Man drückt dies aus, indem man sagt, die Fläche ist von der n^" Ord- 
nung; die Ordnung einer algebraischen Fläche bezeichnet also die 
Zahl der Schnitte mit einer beliebigen Geraden des Raumes. Hat eine 
Gerade mit einer Fläche «""■ Ordnung (w -j" 1) Punkte gemeinsam, so 
liegt sie ganz auf der Fläche. Da in einem w-faehen Punkte der Fläche 
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f(x, y,s) = alle die partiellen Ableitungen der Funktion f gleich 
Null sind, so ist r -^n; im Grenzfalle r = « enthält die Fläche jede 
durch den «-fachen Punkt gehende Gerade, d. h. oo^ Geraden: sie ist 
daher ein Kegel (vgl. Nr. 227). 

Aus dem ersten der obigen Sätze ergibt sich nun: Jede Ebene 
des Raumes sehneidet eine Vläehe «"■' Ordnung in einer Kurve 
jjWr Ordnung. Inabesondere hat jede algebraische Fläche n^'' Ordnung 
auch im unendlichen eine Kurve derselben Ordnung, die von jedem 
beliebigen Punkte des Raumes, z, B. vom Anfangspunkt aus, durch 
einen Kegel ss'™ Ordnung projiziert wird. Um die Gleichung dieses 
Kegels zu finden, setzen wü- in die Gleichung der Fläche — die wir 
wie folgt achreiben werden: 

'2fMy,')-o, (17) 

WO /^ eine temäre Form r'"' Ordnung in x, y, z ist — 
X = Q ■ cori «, y = Q ■ cos ß, s = ^ ■ cos y 
ein, dividieren durch p" und lassen dann p = oo werden. Gehen wir 
dann zur Grenze über, so erhalten wir als Resultat 

/■„(coH a, cos ß, cos !■) = ü 
oder 

/■.(!,,, ^)-0, 

als die gesuchte Gltiichung. 

Wenden wir auf den Begriff der Ordnung das Gesetz der Dualität 
an, so können wir als Klasse einer algebraischen Flache die 
Zahl der Tangentialebenen bezeichnen, die durch eine beliebige Gerade 
des Raumes gehen. Um zu zeigen, daß diese Zahl bestimmt und endlich 
ist, nehmen wir zwei beliebige Punkte des Raumes Pi{Xi,?fi, ^i) und 
Pg(3^, j/g, Sg) und bezeichnen mit F(x, y, z) einen Punkt der Fläche 
derart, daß die zugehörige Berühi-ungs ebene durch die beiden Punkte 
P^ und Pg (und demnach auch durch die sie verbindende Gerade g) 
geht. Es bestehen dann die folgenden drei Gleichungen: 

©. (»= - ^.) + (10, (" - »') + O.C --•■) = «'■ (18) 

die zur Bestimmung der Koordinaten von P dienen können. Da sie 
nun ein bestimmtes System algebraischer Gleichungen bilden, so lassen 
sie nur eine bestimmte und endliche Zahl von Lösungen zu, die un- 
Ton den Werten der Koordinaten der Punkte P, und P^ 
e Zahl stellt die Klasse der Fläche dw. 
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Zwei algebraische Flächen JF, und SFa von der Ordnung m nnd m 
schneiden sieh in einer algebraischen Kurve von der Ordnnng iii ■ «s. 

Nämlich eine beliebige Ebene a schneidet 9^, und JFg in zwei Kurven 
Fi und Ta von der Ordnung n^ und Kg, und deren Schnitte sind sämt- 
lich und nur allein die Punkte, die e gemeinsam hat mit der Schnitt- 
kurre von fF^ und %. In speziellen Fällen kann diese Kurve in mehrere 
Teile von niedrigerem Grade zerfallen. 

Drei algebraische Flächen von der Ordnung ni, na, Us schnei- 
den sich im allgemeinen in ni-n^- «s Punkten. Diese Zahl ist näm- 
lich die Anzahl der Lösungen des Systems der drei Gleichungen der 
Flächen. Dual hierzu gilt: Drei algebraische Flächen von der Klasse 
Vi, vs, vs haben wi-va ra Tangentialehenen gemeinsam. 

Kehren wir zur Gleichung (17) zurück, um zu bemerken, daß 
ihre linke Seite 

1_Lq^fir , (r+i)(r + 2) , {n + l){n+2) (» +1) (» + 2 ) (« + 3) 

Glieder umfaßt und daher ebensoviele Koeffizienten. Da man aber die 
Gleichung der Fläche mit einer beliebigen Konstanten multiplizieren 
oder dividieren darf, die weder Null noch unendlich groß ist, so redu- 
ziert sich die Zahl der angeführten Koeffizienten auf 
in + l)(» + a) («+3) _ 
1-2 3 
Hieraus folgt dann (in ähnlicher Weise wie für die ebenen Kurven, 
vgl. Nr. 187) daß eine algebraische Fläche w'*'' Ordnung im allge- 
meinen durch (n + 1) (w + g) (w + 3) _ , 

m 

einfache Punkte, durch die sie hiadurehgeheu soll, bestimmt ist. 

Dual hierzu: (r + 1)(^ + 2)(v + 8) . 

l-ä-8 
Ebenen bestimmen im allgemeinen eine Fläche v'^' Klasse, die alle 
diese berührt. 

Wir betrachten wiederum eine algebraische Fläche 3^ von der Ord- 
nung n, einen beliebigen Punkt des Kaumes P und den von P aus 
der ^ umschriebenen Kegel. Eine beliebige durch P gelegte Ebene s 
schneidet 9=" in einer Kurve F; die von P an T gezogenen Tangenten 
sind die in a gelegenen Erzeugenden jenes Kegels. Ihre Zahl ist somit 
gegeben, sei es als Klasse von F, oder als Ordnung des umschriebenen 
Kegels oder auch als Ordnung der Projektion des scheinbaren Umrisses 
der von P aus gesehenen Fläche auf eine beliebige Ebene: sie beißt 
der Rang der Fläche. Man kann bemerken: Die Klasse jedes um- 
beschriebenen Kegels ist gleich der Klasse der Fläche. 

Zur Übung: Die Isophotoiden (Nr. 230) einer algebraiacken Fläche «tar Ord- 
nung sind im allgemeinen algebraiaohe Flächen 2{n — 1)«" Ordnung; ein )--faehcr 
Punkt dei- Fläolie ist 2(m — )')fach für alle Isophotoiden. 
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§ 4. Graphische Darstellung einer Fläche. 

233. I. Nach der Mongeschen Methode. Eine Fläche läßt sich 
durch die mit einer Deformation verbundene Bewegung einer Kurve 
auf unendlich viele Weisen erzengen (vgl, Nr. 222); unter diesen fassen 
wir diejenige Erzeugung ins Auge, bei der die Erzeugenden Kurven 
sind, die sich in möglichst einfacher Weise zeichnen lassen; alsdann 
ergibt sich die Darstellung der Fläche aus der ihrer einzelnen Er- 
zeugenden. Ist die Fläche dagegen von einem doppelten Netze von 
Erzeugenden überzogen, so wird es ratsam sein, um di^e Deutlichkeit 
der Darstellung zu erhöhen, die beiden Systeme der Erzeugenden dar- 
zustellen, wie dies z. B. bei der übiichen geographischen Darstellung 
der Erdkugel geschieht. Die Bildebene wird man zweckmäßig in der 
Art wählen, daß dadurch eine Vereinfachung der Figuren einti-itt; ist 
z. E. die Fläche symmetrisch in bezug anf eine Ebene, so wird man 
gut tun, eine der Bildebenen zu dieser parallel zu nehmen. Nützlich 
wird es auch seio, die Spuren der F^che in den Bildebenen zu zeich- 
nen; jede von diesen ist der Ort der Spurpunkte der Erzeugenden, 
und man erhält sie in der früher (Nr. 206) angegebenen Weise. Zu- 
weilen wird man auch die Spur der Fläche in den Halbierungsebenen 
angeben, die man erhält durch Anwendung der in derselben Nr. 206 
gemachten Bemerkungen. Auch den Seitenriß wird man zur Hilfe 
nehmen, wenn dies für die Auffassung der betrachteten Fläche von 
Nutzen ist. Femer wird es zur Erleichterung dienen, die sichtbaren 
Teile von den unsichtbaren zu unterscheiden, wenn die Fläche a)s un- 
durchsichtig betrachtet wird. Auf jeden Fall müssen die Daten so be- 
schaffen sein, daß man durch ein geeignetes Verfahren die zweite Pro- 
jektion eines Punktes der Fläche finden kann, wenn man die erste kennt, 
und umgekehrt. 

Vor allem wichtig aber sind die Projektionen des scheinbaren 
Umrisses der Fläche gesehen vom Zenit der Bildebenen aus. Der Grund- 
riß der ersten ist die Enveloppe aller ersten Projektionen der Erzeugen- 
den eines Systems. Ist f(x, y, s) = die Gleichung der Fläche, so 
folgt aus Nr. 229, daß die Gleichung der Projektion des ersten 
scheinbaren Umrisses das Resultat der Elimination von s aus 
den Gleichungen f{3:,y,z)^0 und x- = ist. Ähnliches gilt für 
den zweiten scheinbaren Umriß. 

Beispiel; In den folgenden Kapiteln, m denen nie mehrere Arten von 
FlachPn untereuchen, werden wir Gelegenheit haben, dipse allgemeinen. Betrach- 
tungen an verachiPdecen Beispielen zu illustrieren, um aber athon jetzt das Un- 
bestimmte unserer Ausführungen soweit aU möglieh zu beseitigen, möge folgendes 
Beispiel zur Aulkldrung dienen 

Mit liezug aut em kaj-tesiscliea Athaensjstem mögen die beiddi Kurven 
r, , Fj gegeben sein durcb folgende parametiiitte Darstelhms' 



Hosted by 



Google 



1. Kap. Allgemeines über die Flächen. 


159 


x = <f,{t), y = ^,(t). 
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dann ist J, die 
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Projektion von ^^ leubt 
1 Q^ em beliebiger Punkt 



^ it) — / I ■) 
= ,n !/= f ' ^ = I{ 
r^ ihnlicbe und uhniich gelegene Kurve mit dem Ähnlich- 
und 2 ist das AhnlicbkeitB Verhältnis; man erhält daher die 
F;. Ebenso verhält es eich mit J^. Ist 
3, einer von z/, , so wird augenscheinlich 
der Mittelputikt der Strecke Q, Q^ ein Punkt der Fläche sein. 

Nach Gl (9) m Nr 224 ist die allgemeine Gleichung der Tangentialebene 
au die Fläche 

i ^ - [9-, (0 + n {«)] y - [^1 (*) + ^^ («)] ^ - Dt. («) + ** (")] I 
j vi'W ■*!'(*) Jii'C) = 0- 

I v/(w) ■*!'(«) a:/(") ! 

Diese Ebene ist parallel znr 3- Achse, wenn t,u der Bedingung genüge leisten, daß 
! q-i'W '>!>x'{t) :_n 
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Um diese zu interpretieren, betrachten wir die (ersten) Projektionen r/, T,' 
von r, und T,; sie haben als parametriache Darstellung: die erste iK = qDi(f), 
y = ij.,(j), die zweite x^ft(u), ^ = t;'s(«)- . 

Die vorige Bedingung sagt nun, daö für einen Punkt P des ersten schem- 
baren Umrisses der Fläche die Tangenten in P,' und P,' der Kur^-en T,' und Pj' 
einander parallel eeien. Daher haben wir fol- 
gende Konstruktion der Projektion des ersten 
scheinbaren Umrisses (Fig. 84); Man nehme auf 
Pi' beliebig den Punkt Pj' und suche auf P,' 
den Punkt P,' auf, in welchem die Tangente 
au Pj' parallel zu der in P,' an P' ist. Die 
Tierte Ecke des Paralleiogramms Pi'OP^' ist 
die Projektion P' eines Punktes des schein- 
baren UmriRses. Ähnliche Betrachtungen und 
Konstruktionen können auf den zweiten schein- 
baren Umriß angewandt werden. Zu seiner 
/ Übung möge der Leser die hier angedeuteten 

Operationen YollstSndig ausführen, indem er für Pj und P, bestimmte spezielle 
Kurven nimmt. 

Zur Übun^: Welche Translationsfläche entsteht, wenn P^ nnd P, gerade 
Linien sind, und welche, wenn P^ eine Gerade, 1\ ein Kreia oder eine andere 

234. IL Nacli der Methode der Zentralprojektioii. Die zu Anfang 
dieser Nr. gemaehten allgemeinen Bemerkungen sind im wesentlichen 
auch anwendbar bei der DarsteUiing einer Fläche in Zentralprojektion. 
In diesem Falle hat man nur einen scheinbaren Umriß, nämlich den 
in bezug auf das Projektüonszentrum und nur eine Spurlinie, nämlich 
die in die Projektionsebene; femer hat man die Fluchthnie, als die 
Projektion der unendlich fernen Linie der Fläche. 

III. Nach dCT Methode der kotiertcu Ebeiiea. Diese Methode 
ist besonders wertvoll für die Darstellung solcher Flächen, die sich 
durch eine Gleichung von der Form s ^ <p{x, y) darstellen lassen, wo 
(p eine Funktion derart ist, daß sie für jedes reelle Wei-tepaar x, y 
einen einzigen reellen Wert für z annimmt. Solche Flächen heißen 
topographische Flächen. Es ist ratsam als Grundebene die a;»/-Ebeue 
zu wählen. Die Schnitte der Fläche mit den zur Grundebene paral- 
lelen Ebenen heißen Niveaulinien, Höhenkurven, oder Schicht- 
linien. Die Gleichung ihrer Projektionen auf die Ginindebene ist dann 
tf{x, y) = Const Um ein deutliches Bild der Fläche zu erhalten, zeichnet 
man diejenigen Niveaulinien, die sich ergeben, wenn man die Schnitt- 
ebenen nach einem bestimmten Gesetze aufeinanderfolgen läßt, z. B. 
die Ebenen mit den Koten 0, 1, 2, 3 . . ., oder deren Koten ein ganzes 
Vielfaches oder einen aliquoten Teil der Maßeinheit betragen.^) Aus 
ihnen läßt sich dann, wenn sie in genügender Anzahl vorhanden sind, 
eine vollständige Vorstellung von der Gestalt der lläche 

1) Dieses System ist gewiß dem Leser yeliiufig, üa. es bei ui 
tisohblilttern immer angewandt ist. 
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Wachsen z. B. die Koten von außen nach innen, so baben wir es mit 
einem erhabenen konvexen Teil der Fläche zu tun, wie bei Fig. 86; 
im umgekehrten Falle (Fig, 85) ist die Fläche für einen auf die 
horizontal gedachte Grundebene von oben blickenden Zuschauer vertieft 
(konkav). Eine genanere Vorstellung von der Gestalt der Fläche er- 
halten wir aber, wenn wir uns senkrecht zur Grundebene stehende 
Schnitte mit der Fläche konstruieren. 

Ist (s. Fig. 86) s' die Spurlinie einer solchen Ebene, so bezeichne 
man die Punkte in denen s' die Niveaulinien 0, 1, 2, 3 . . . trifft, mit A^l A^ 
Ä^'Ag'.,. dann sind diese die Projektionen derjenigen Punkte der 
Schnittlinie, die die Koten 0, I, 2, 3 . . . haben. Übertragen wir nun 
die Punktreihe A^', A^\ A^ . . . auf eine beliebige Gerade s, errichten iu 
diesen Punkten die Senkrechten A^'Ai == 1, A^'A^ = 2, A^'A^ =^ 5 . . . 
und verbinden die End- 
punkte durch einen stetigen 
Zug, so erhalten wir die 
Kurve 2?, die identisch ist 
mit jener Schnittlinie. 




Durch dieselbe Betrachtung gelangen wir auch zur graphischen 
Bestimmung der Kote eines beliebigen, durch seine Projektion P' 
gegebenen Punktes der Fläche. Ziehen wir nämlich durch P' eine 
beliebige Gerade s' und zeichnen uns wie eben den Schnitt der durch 
s' gelegten zur Grundebene senkrechten Ebene mit der Fläche, tragen 
in die Putiktreihe A^', A^, A^ . . . auch den Punkt P' ein, und er- 
richten dort die Senkrechte, die 2 ia P trifft, so ist P' P die gesuchte 
Kote. Umgekehrt kann man auch die Projektion derjenigen Punkte P 
jenes Schnittes finden, die eine gegebene Kote m haben; wiederholt 
man diese Konstruktion für unzählig viele Vertikalschnitte, so gelangt 
man zur Konstruktion einer Niveaulinie, die in der betrachteten Reihe 
noch nicht enthalten ist (Interkalar-Kurve). 

Betrachten wir auf der dargestellten F^che zwei Punkte 
Jf :s (ilf ', m) und iVs (JT,»), deren Koten nur wenig voneinander 
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verBchiedeii sind, so darf man die Strecke MN als nälieruDgs weise der 
Fläche angehörend betrachten, und ist dann rp die Neigung der Ge- 
raden MN gegen die Grundebene, so haben wir ^^.f = j^'v' ■ 
Hieraus folgt nun: wenn m — n konstant ist, und ebenfalls y, so muß 
auch Jli'W konstant bleiben. Besclireiben wir daher um einen beliebigen 
Punkt J?ü (s. Fig. 86) der Niveaulinie mit dem Radius j, einen Kreis, 
so wird dieser die Niveaulinie 1 in einer gewiesen Zahl von Punkten 
sehneiden, von denen einer _B,' seiu möge. Besehreiben wir um diesen 
mit demselben Radius einen Kreis, der die Niveaulinie 2 in B^' schneidet, 
usf., so erhalten wir eine Reihe TOn Punkten Uo, B/, B^, B^, . . ., 
welche die Projektionen eines Linienznges sind, dessen sämtliche Teil- 
stücko mit der Grundehene denselben Winkel cp bilden. Denken wir 
uns die Kiveaulinien einander unendlich nahe, so verwandelt sich dieser 
Linienzug in eine Kurve, deren Tangenten mit der Grundebene alle 
denselben Winkel bilden, eine Linie gleicher Neigung (oder Stei- 
gung) auf der betrachteten Fläche. 

Eine ähnliehe Kiinstruktion führt au einer anderen Art bemerkens- 
werter Linien. Wir nehmen einen Punkt C^, auf der 0-Linie und be- 
schreiben um ihn einen Kreis, der die Projektion der Niveaulinie 1 
in C/ berührt; um G^' beschreiben wir wieder einen Kreis der die 
Projektion der Niveaulmie 2 berührt usf. (a. Fig. 86), So erhalten wir 
die Projektion eines Linienznges dessen Strecken die größte Neigung 
gegen die Grundebeue haben, indem z. B. die Strecke C^^C^ von allen 
die kürzeste Jsfc, die Cj mit Punkten der Niveaulinie 2 verbinden, 
also ist tg 9: und somit fp ein Maximum, Beim Übergang zur Grenze 
entsteht daraus eine Kui-ve, die man als Linie größter Neigung 
bezeichnet; diese Linien spielen eine wichtige Rolle in der Topo- 
graphie. Durch jeden Punkt der Fläche geht eine solche Linie, Die 
Linien kleinster Neigung sind offenbar die Niveaulinien selbst. 

Beachten wir auch daß die Tangente c^' an die Niveaulinie in CV 
senkrecht zur Strecke C/ C^', und da Cj' horizontal verläuft, so ist auch 
(vgl. Nr. 30) Ca senkrecht zu C^ Cj,. Hierausfolgt: Me Linieu größter 
Neigung sind die Orthogonaltrajektorien der Niveaulinien einer Fläche; 
ebenso sind auch die Projektionen der ersteren die Orthogonaltrajek- 
torien der Projektionen der letKteren. 

Ist also s = (p(3;,y) die Gleichung der Flache, also (p{x,y) ^ Const. 
die allgemeine Gleichung der Niveaulinien, so projizieren sich die 
Linien größter Neigung in die Integralkurven der Differentialgleichung 

dx " dy ' 

1) Für weiter« Einzelheiten über topographische Flächen üinpfehlen wir 
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Zur Übung! I. Die kotierte Darstellung einer Fläche zeigt konzentriache 
Kreise deren Eadien den Koten umgekehrt proportional sind. Was ist das für 
eineFläoie? — II. Welche Bedeutung hat es, wenn die Projektionen zweier Kiveau- 
linien sich berühren, wenn sie alle durch einen Punkt gehen, oder alle eine 
Gerade berühren? — III. Welche Vevhältnisae ergehen sich, wenn man die Be- 
trachtungen der beiden Tocigei; Kr, auf andere im I. Teil bebandelte Daratellanga- 
methoden anwendet? 



§ 5. AllgemeineB über die Aufgaben aus der darstellenden Geometrie 
der Flächen. 

235. a) Welches auch immer die Metliode sein mag, die man zur 
Darstellung einer Fläche benutzt, so wird man in erster Liuie ein 
Verfahren anzugeben haben, flie Taiigentialebeue in einem beliebigen 
Punkte der Fläche zu konstruieren. Kennt mau von der Fläche ein 
zweifaches System von Erzeugenden, derart daß durch jeden Punkt P 
je eine Erzeugende von jedem System hindurchgeht, ao wird die all- 
gemeine Methode darin bestehen, daß mau die beiden Tangeuten in P 



mmeu die gesuchte Ebene, 
den Schaitt einer Ebene 

e Darstellung eines solch ei 



L die Erzeugenden konstruiert; diese bestin 
l)) Eine zweite wichtige Aufgabe ist die 
mit der Fläche zu konstruieren; hat mau die 

Schnittes erhalten, so braucht man ihn nur in die Bildebene umzu- 
legeUj um die wahre Gestalt und Größe zu bestimmen. Ist diese Auf- 
gabe aufgelöst, so ist man imstande, die Treffpunkte der Flache mit 
einer beliebigen Geraden ^ zu bestimmen, weil sie die Punkte sind, 
die g gemeinsam hat mit einem (geneigten) durch jene Gerade gelegten 
ebenen Schnitt mit der Flache. Dennoch wird es in manchen Fällen 
zweckmäßig sein, direkt das Problem der Treffpunkte einer Geraden 
zu behandeln. 

c) Mit Rücksicht auf die Anwendungen in der Theorie der Schatten 
ist femer von Wichtigkeit die Untersuchung der oo^ Tangentialebenen, 
die man von einem außerhalb, im Endlichen oder Unendlichen, ge- 
legenen Funkte an die Fläche legen kann, und hierbei ist besonders 
wichtig die Bestimmung der Kurve, die der Ort der Berührungspunkte 
ist. Ist diese Konstruktion für zwei Punkte Ä und B ausgeführt, so 
werden sieh die erhaltenen Kurven in einer bestimmten Zahl vou 
Punkten sehneiden, und diese sind dann die Berührungspunkte der 
Tangentialebenen, die durch die Gerade A2i (die eventuell auch im 
Unendlichen liegen kann) an die Fläche gelegt werden können. 

d) Die Aufsuchung der Normalen vou einer gegebeneu Richtung 
r läßt sich auf die der zu r senkrechten Tangentialebenen sogleich 
zurückführen, und ist wichtig, da die Fußpunkte jener Nomaalen die 

1 J. de la Gouriierie., 
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sog. Glanzpunkte der toh Strahlen jener RichtuEg beleuchteten 
Fläche sind, 

e) Betrachtet man statt einer zwei Flächen % und 9^,, so ei^ibt sieh 
zunächst die Fundamentalaufgabe, deren gegenseitige Scliaittknrve zu 
finden. Der Kunstgriff, zu dem man gewöhnlich greift, ist der, daß 
man eine Folge von geeignet gewählten c5o' Hilfsflächen herbei zieht. 
Ist fF eine von diesen, so gehören die den JF, 5Fj, JF^ gemeinsamen 
Punkte der gesuchten Schnittkurve an und diese sind die Schnitt- 
[mnkte der Kurven JF?i und ^JF^; durch Variation von fF erhält man 
jene punktweise. 

Benutzt man z. B. die Methode der kotierten Ebenen , und will 
die Schnittkurve der zwei topographischen Flächen s = fp{x, y) und 
s = '^{x,y) finden, so benutzt man zweckmäßig als Hilfsfläche die 
Ebene s — Const., alsdann sind die gemeinsamen Punkte der Kurven 
ip{x, y) = c, ^(x, y)^c die Projektionen jener Punkte der Schnittkurve, 
für die die Ordiiate =■ c ist; durch Änderung von e erhält man 
weitere Punkte der Schnittkurve. Die Tangente an sie in einem seiner 
Punkte ergibt sich als Schnitt der Tangentialebenen in jenem Punkte 
an die beiden gegebenen Flächen, 

f) Dual hierzu ist die Aufsuchung der co' Ebenen, die beide 
Flächen fFj und % berühren. Man lege von dem beliebigen Punkte des 
Raumes an beide Flächen die Tangentialkegel ; die Ebenen, die diese 
beiden Kegel berühren, gehören zu den gesuchten; durch Variation 
von erhält man alle. 

g"| Sind schließlich drei Flächen 3\, fF^, JF, gegeben, und man will 
die ihnen gemeinsamen Punkte finden, so konstruiere man die Kurven 
fF, iFj und 3\3^3, deren Schnittpunkte sind die gesuchten. Auf diese 
Aufgabe läßt sich auch die Auffindung der Schnitte einer Pläclie JF^ 
mit einer Kurve r zurückführen; es genügt durch F eine geeignet 
gewählte HüfsÜäche iFzu legen; als solche wählt man i. a. zweckmäßig 
einen der Zylinder oder Kegel, die F auf die Bildebene projizieren. 

h) Die hierzu duale Aufgabe würde lauten: Die Ebene zu be- 
stimmen, die eine gegebene Fläche berührt und zugleich einer ab- 
wickelbaren Fläche angehört. 

i) Um die Ebenen zu finden, die drei Flächen 3\, ?a, % zugleich 
berühren, betrachte man die Tangentialebenen an fFj und iF^ und 
die Kurve F^, den Ort der Punkte, in denen jene die 9\ berühren, als- 
dann die Tangentialebenen an fFj und JF^ und die Kurve Tg, die der 
Ort der Berührungspunkte mit JFj ist; in den Punkten, die H und 
r^ gemeinsam sind, wird fF^ von den gesuchten Ebenen berührt. 
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Zweites Kapitel. 
Pläclien zweiter Ordnung. 
% 1. Zu saminenfftssung der HaupteigenBOhaften der Flächen 2. O. 
236. Wir gehen jetzt dazu über, die aUgemeinen Darlegungen 
des vorigen Kapitels auf die Untoisucliung und graphische DarsteUuiig 
der bemerkenswertestea Arten besonders bekannter Flächen anzu- 
wenden. Übergehend die Flächen der elementaren Geometrie, da sie als 
besondere FäUe allgemeinerer Flächen betrachtet werden können, be- 
ginnen wir mit den Flächen, die sich zuerst darbieten, den Flächen 
zweiter Ordnung.^) Wir setzen voraus, daß deju Leser <3ie Grundzüge ihrer 
Theorie bekannt seien, und beschränken uns daher auf die Erwähnung 
wichtiger häufig benutzter Eigenschaften, indem wir ihren Zusammen- 
hang mit der allgemeinen Theorie der algebraischen Flehen nachweisen. 
In kartesisehen Koordinaten ist eine reelle Fläche 2. 0. immer 
darstellbar durch eine Gleichung von folgendem Bau; 

2a^y0 + 2asi0x + 2ai^xy'=0, ^ ' 

wo die Koeffizienten a,.j = a^; (i, fc = 0, 1, 2, 3) reelle, aber im übrigen 
ganz beliebige Konstanten sind. Sie ist im aUgemeinen durch neun 
Punkte bestimmt (Nr. 232); sie ist von der zweiten Klasse und daher 
auch durch neun ihrer Tangentialebenen bestimmt. In jedem Punkte 
hat die Fläche 2. 0. eine bestimmte Tangentialebene, die die Fläche 
in einem Geradenpaar schneidet, das reell und getrennt, zusammen- 
fallend oder imaginär ist; diese Geraden nehmen zugleich die Stelle 
der Haupttangenten ein. Eine leichte Rechnung zeigt, daß im vor- 
liegenden Falle die Determinante ^ (vgl, Nr. 225) lautet: 



j-i'" "" "'•"■• (ä) 

! »jo "21 f»S2 "-- 

j (^so "31 "ss 

Dil in diesem Ausdrucke die Koordinaten nicht mehr auftreten 
so sind die Punkte einer Fläche 2, 0. alle von derselben Art, also 
alle elliptisch, wenn .^ < 0, alle parabolisch, wenn ^ = 0, oder alle 
hyperbolisch, wenn ^^ > 0; daher besitzt die Fläche keine parabolische 
Kurve. Die Flächen mit lauter elliptischen Punkten enthalten keine 
reeUen Geraden; es sind das EUipsoid (Spezialfall die Kugel), dag 
zweischalige Hyperboloid und das elliptische Paraboloid. Dagegen 

1) Die Engländer haben dafür das Wort quadric, woraus die Franzoseo qua- 
driyue und die Italiener quadrica machten; die Deutschen entbehren einer bo 
kurzen Bezeichnung, man müßte denn Quadrifläche sagen. 
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enthalten die Flächen 2. 0. mit hyperbolischen Puukten zwei Folgen 
von je co^ reellen Geraden: es sind das einschalige Hyperboloid und 
das hyperbolische Paraboloid. Sie können durch die Schnittlinien ent- 
sprechender Ebenen zweier projektiver Ebenenbüschel erzeugt werden 
oder durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte ebensolcher 
Punktreiben, die Träger immer windschief vorausgesetzt; dann und 
nur dann, wenn diese Punktreihen ähnlich sind, ist die Fläche ein 
Paraboloid. Die Flächen 2. 0. mit lauter parabolischen Punkten schließ- 
lich sind die Kegel und im speziellen die Zylinder, Im Falle z/ = 
besitzt die FÜ,cbe einen singulären Doppel-Punkt (vgl. Nr. 227), d. b. ist 
ein Kegel. 

Die unendlich ferne Ebene schneidet, ebenso wie jede andere be- 
liebige Ebene des Raumes, die Fläche 2. 0. in einem Kegelschnitte, der 
von jedem behebigen Punkte des Raumes, z. B. vom Koordinatenanfaog 
in einem Kegel zweiten Grades projiziert wird. Wollen wir seine Glei- 
chung aus der Flächen gleichung (1) ableiten, so haben wir nur das 
in Nr. 232 dargelegte allgemeine Verfahren anzuwenden; wir erhalten 
a^jX^+ dägj/^-f- «33^*+ 2ajsj/:5 + 2a^^xz + ^a^^^-xy = 0. (3) 

Je nachdem nun dieser Kegel reell ist und nicht entartet, in zwei 
Ebenen zerfällt, oder imaginär ist, ist auch der Schnitt der Fläche 
mit der unendlich fernen Ebene reell und eigentlich, in zwei Geranien 
zerfallend oder ganz imaginär. Im ersten Falle erstreckt sich die 
Fläche ins Unendliche iind ist ein (ein- oder zweischaliges) Hyperboloid, 
ein Kegel oder ein ZyUnder. Im zweiten Falle, der dadurch charakteri- 
siert ist daß die Determinante 



ist die Fläche ein (elliptisches oder hyperbolisches) Paraboloid. Im 
dritten Falle, wenn der Kegel nur den Scheitelpunkt reell hat, ist die 
Fläche geschlossen, also im allgemeinen ein Ellipsoid. 

237. Aus der Gl. (8) in Nr. 223 ei^ibt sich, daß die oo' Tan- 
genten und die oo^Berübrungsebenen, die von einem beliebigen Punkte 
aus an eine Fläcbe 2. 0. gelegt werden, einem Kegel zweiter Ordnung, 
und ihre Berührungspunkte einer Ebene oj angehören; diese heißt 
die Polarebene von 0, während umgekehrt der Pol von ra ist. 
Liegt auf der Fläcbe, so geht o) in die BerOhrungsebene über. Durch- 
läuft eine Gerade r, so dreht sich o um eine Gerade s, derart daß, 
wenn diese ein Punkt durchläuft, seine Polarebene beständig durch r 
gebt, r und s heißen zufolge ihrer gegenseitigen Beziehung in bezug 
auf die Fläche 2. 0. konjugierte Gerade. Sehneidet s die Fläche in 
den Punkten M und N, dann sind Mr und j\'r die Polarebenen zu 



Hosted by 



Google 



2. Kap. Flächen zweiter Ordnung. 167 

31 und jV, d. h. die zugehörigeD Beruhrnngsebenen. Dies zeigt uns, 
daß die Aufgabe: die dnrch eine Gerade r geheiiden Bepührniigsebeneu 
einer Fläche 2. 0. zu findeu, nicht Yerschieden ist von der: die Punkte 
der Fläche zu finden, die anf ihrer konjusierten Geraden a iieseii. 

Es gibt oo* Quadrupel von Punkten, die in bezug auf eine Fläche 
2. 0. paarweise zueinander konjugiert sind; jedes von ihnen wird von 
den Ecken eines selbatkonjugierten Tetraeders gebildet, derart daß 
jede Ecke der Pol der Gegentiäche, und daß je zwei gegenüberliegende 
Kanten konjugiert sind. Ein beliebiger Punkt des Raumes ist die Ecke 
TOD co^ selbstkonjugierten Tetraedern, und jede beliebige Ebene die 
Fläche von oo^ eben solchen. 

238. Die unendlich ferne Ebene hat, ebenso wie jede andere, in 
bezug auf eine Fläche 2. 0. einen bestimmten Pol M. Wenn sie die 
Fläche nicht berührt, so gehört M dieser nicht an und liegt in end- 
licher Entfernung. Jede durch M gezogene Gerade schneidet die Fläche 
in zwei zu M symmetrischen Punkten, also ist M Symmetriezentrum 
der Fläche. Er "ist der sogenannte Mittelpunkt der Flache. M ist 
Ecke von co* selbstkonjugierten Tetraedern, von denen jedes drei Kanten 
im Endlichen hat, die ein Tripel konjugierter Durchmesser 
bilden. Im allgemeinen gibt es unter ihnen eines, das aus drei zuein- 
ander senkrecbten Durchmessern besteht, und diese sind dann die 
Achsen der Flache 2. 0., ihre Endpunkte heißen die Scheitelpunkte, 
die Ebenen, die sie zu je zweien bestimmen, heißen die Hauptebenen, 
und die in diesen Ebenen gelegenen Kegelschnitte die Hauptschnitte 
der Fläche 2. 0. — In dem eben ausgeschlossenen Falle, daß die un- 
endlich ferne Ebene die Flüche berührt, gibt es kein Symmetriezentrum; 
die Paraboloide haben also keinen Mittelpunkt; als Dui-chmesser be- 
trachtet man die oo^ Geraden, die durch den Berührungspunkt der 
unendlich fernen Ebene mit der Fläche gehen. Jeder Durchmesser ist 
konjugiert zu einer bestimmten Stellung, nur für einen einzigen Durch- 
messer, die Achse, ist diese senkrecht zu dem betreffenden Durch- 
messer. Durch die Achse gehen zwei Hauptebenen, die jede einen 
Hauptsehnitt der Fläche enthalten. 

Nehmen wir als Koordinatachsen die Achsen einer zentrischen 
Fläche 2. 0., so nimmt die Gleichung der Fläche die Gestalt an: 

wo die A, B, C reelle Zahlen sind, die eine auf der Hand liegende 
) Bedeutung haben. In gleicher Weise kann 



i +5 + 2.^0 (5) 

als die kanonische Form der Gleichung irgend eines Paraboloids an- 
gesehen werden. 
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Aus der Gl. (15) in Nr. 230, ergibt sich, daß die 
einer Fläche zweiter Ordnung wiederum von der zweiten Ordnung s 
und daher sind die Isophoten im allgemeinen Kurven vierter Ordnung. 

g 2. Allgemeines über die Projektion einer Fläche 2. O.; 
die Stereo graphische Projektion. 

239. Wir wollen im folgenden mit ^ eine allgemeine und reelle 
Fläche zweiter Ordnung bezeichnen, die also weder ein Kegel noch 
ein Zylinder ist, noch viel weniger ein Ebenenpaar. Mit C soll ein 
außerhalb derselben gelegener Punkt und mit 7t eine beliebige Ebene 
bezeichnet werden; jenen wollen wir als Projektions Zentrum, diese als 
Bildebene nehmen. Der scheinbare Umriß von fT gesehen von C aus, 
wird dann ein Kegelschnitt A sein, dessen Projektion auf Jt von G 
aus A' sein möge. A' teilt alsdann die Ebene ji in zwei Gebiete: 
jeder Punkt des ersteren ist die Projektion zweier reeller Punkte von 
fF, was sich auch kurz dadurch ausdrücken läßt, daß man sagt, die 
Projektion von tF bedeckt jenes Gebiet von 7t doppelt. Das zweite 
Gebiet dagegen enthält nur Projektionen von zwei konjugiert imagi- 
nären Punkten von 3\ Ist SF eine Fläche mit lauter elliptischen 
Punkten, so gehen durch jede Gerade des Raumes, die 3^ (in reellen 
Punkten) nicht trifft, also außerhalb der Fläche Hegt, zwei reelle Be- 
i-übrungsebenen, dagegen durch jede schneidende Gerade keine einzige. 
Hieraus folgt: Wenn ein Projektionsatrahi ^ 5^ in zwei reellen Punkten 
trifft, und ti in P', so geht durch P' keine reelle Tangente an A', 
demnach liegt P' innerhalb von A'. Das Gegenteil tritt ein, wenn g 
außerhalb liegt. Folglich: Die Projektion einer Fläche zweiter Ord- 
nung, die keine Regelfläche ist (z. B. einer Kugel) von einem nicht 
auf ihr gelegenen Punkte aas auf eine beliebige Ebene bedeckt doppelt 
das Gebiet dieser Ebene, das innerhalb der Projektion des schein- 
baren Umrisses liegt. 

Wenn hingegen SF eine Fläche mit hyperbolischen Punkten ist, 
so gehen durch jede schneidende Gerade zwei reeile Tangentialebenen; 
und folglich: Die Projektion einer Regelfläche zweiten Grades von 
einem nicht auf ihr gelegenen Punkte auf eine beliebige Ebene be- 
deckt doppelt das Gebiet jener Ebene, das außerhalb der Projektion 
des scheinbares Umrisses liegt. 

Eine beliebige Ebene e schneidet fF, sei sie elliptisch oder hyper- 
bolisch, in einem Kegelschnitte K, der mit A zwei reelle oder kon- 
jugiert imaginäre Punkte P und Q gemein hat, nämlich die Schnitte 
von 3^ mit der Geraden S, in der sich die Ebenen jener beiden Kegel- 
schnitte schneiden. Zufolge' des in Nr. 229 bewiesenen Satzes ist die 
Projektion K' von K ein Kegelschnitt der A' in P' und Q' heriihreu 
muß, d. i. in den Punkten in denen K' von s' geschnitten wird; folg- 
lich projizieren sich die oo* ebenen Schnitte einer Flüche zweiter 
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Ordimng särnüicli in Kegdschnitte, die die entsprecliende Projektiou 
des scheiubareii Umrisses doppelt berühreii. Die beiden BerOhruoga- 
punkte können reell oder konjugiert imaginär sein; sie fallen zusammenj 
wenn die Ebene von K durcb eine Tangente von A geht. 

Nehmen wir dagegen an, daß 5^ aus hyperbolischen Punkt bestehe, 
und daß e eine Tangentialebene sei, so zerfällt K in zwei reelle Ge- 
raden 3 und d\ ihre Projektionen g und d' müssen einen A' doppelt 
berührenden Kegelaehnitt bilden, daher ist jede von ihnen Tangente 
an A'. Folglich: Die Erzeugeudeii der Projektion einer geradlinigen 
Kläehe zweiter Ordnung sind die Tangenten des scheinbaren Um- 
risses. Durch jeden Punkt P' von %, der außerbalb A' liegt, gehen 
zwei Tangenten an A', in denen sich als Projektion zweimal zwei 
Gferaden der Fläche überlagern, die den Strahl CP' treffen. 

24i). Wir wollen jetzt im Gegensatz zu der vorigen Nummer an- 
nehmen, daß das Projektionezentrum C auf der Fläche ^ selbst Hege. 
Dann trifft jeder projizierende Strahl im allgemeinen die Fläche außer 
in Cnur in einem Punkte P, die Bildebenen aber in einem Punkte P', 
so daß zwischen den Punkten 3^ und jt eine eindeutige Korrespon- 
denz entsteht. Um deren ausgezeichnete Elemente zu bestimmen, wol- 
len wir mit g und d diejenigen (reellen oder konjugiert imaginären) 
Erzeugenden der Fläche bezeichnen, die durch das Projektionszentrnm 
gehen, und mit D' und G' ihre Spurpunkte in %. Es ist nun klar, 
daß in G' (oder W) die Projektionen aller Punkte von g (bzw. d) zu- 
sammenfallen, daher entsprechen den Punkten ö' (bezw. D") auf fF 
alle Punkte von g (bzw. d). Betrachten wir daher eine beliebige Er- 
zeugende g^ von S^, die dem System der g angehört, so wird sie d 
treffen, und also geht ihre Projektion g^ durch D'. Ebenso projizie- 
ren sich alle Erzeugenden des anderen Systems in Geraden, die durch 
g' gehen. Außerdem muß jeder ebene Schnitt der Fläche die Geraden 
g und d treffen; demnach werden die oo' ebenen Schnitte der Fläche 
durch oo* Kegelschnitte dargestellt, die dnrch die (reellen oder koa- 
jngiert imaginären) Punkte <?' und j)' gehen. Insbesondere werden die 
oc^ Schnitte, die von den Tangentialebenen herrühren, durch co^ Paare 
von Geraden dargestellt, von denen die eine durch G', die andere durch 
J>' geht. Die oo^ Geraden, die von C aus die unendlich nahen Punkte von 
3^ projizieren, liegen in der Ebene gä, die 5^ in C berührt; dem Punkte 
G selber entsprechen daher in der Bildebene ulle Punkte der Ge- 
raden G'jy. 

In dem speziellen Falle, daß fF die als kugelförmig gedachte Erd- 
oberfläche darstellt, G ein Pol und % die Ebene des Äquators ist, ent- 
sprechen ihren oo^ ebenen Schnitten die ebensovielen Kreise der Bild- 
ebene. Wir erhalten die wohlbekannt« Methode der stereographisch en 
Projektion der Kngellläche. Aber auch, wenn JF eine beliebige Fläche 
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2, 0. ist, und man die Bildebene, sowie das Projektionszentrum auf ihr 
beliebig wählt, hat mau eine Darstellung, die man als stereographische 
Projektlou der riiiehe zweiter Ordnung bezeichTiet. 

§ 3. DarateUung einer Fläche 2. O. nach der Mongeschen Methode. 

241. WiU man eine zentrieche Fläche 2. 0. «F (z. B. ein Ellip- 
soid) auf eine besonders übersichtliehe Weise nach der Mongeschen 
Methode darstellen, so wird man zweckmäßig die Grund-, Auf- und 
Seitenrißebpne parallel zu den drei Hauptebenen von ? legen. sei 
das Zentrum der Fläche, A^, A^, B^, B^, C^, G^ die Scheitelpunkte, 
und zwar wollen wir annehmen, daß die Achse A^A^ parallel der Grund- 
linie Oia sei, B,£a senkrecht zur Aufrißebene, und C^C^ senkrecht zur 
Grundebene. Im Falle des Ellipsoids sind dann alle diese Punkte reell; 
bei dem einschaligen Hyperboloid mögen A^A^, B^B^ reell sein, und 
das zweischalige Hyperboloid möge so gelagert sein, daß C^C^ reeE 
ist. Analoge Annahmen wollen wir machen, wenn es sich um eine 
Fläche mit unendlich fernem Zentrum handelt. 

Ist W z. B. ein EUipsoid (wie in Fig. 88, S, 172), so sind die in 
bezug auf das Zenit der Bildebenen scheinbaren Umrisse die drei Haupt- 
sehnitte A^, A^, A^ und demnach ist A^ die Ellipse mit den Achsen 
A^A^ und B^'B^', A^' die mit den Achsen A"A^' und C^'C^', A^" 
die mit den Achsen Bl"B{' und C"'C^". C/ und 0^ fallen mit (7, 
B,"B^" mitO" und A^"' A^'" mit 0"' zusammen.^) 

Die Projektionen jedes ebenen Schnittes K^ ^on W werden Kegel- 
schnitte K', K", K'" sein, die A^', A^", A-/" doppelt berühren; die 
(eigentlichen oder uneigentlichen) Berührungssehnen sind die erste, zweite 
und dritte Projektion der Spurlinien der Ebene e des Schnittes K mit 
den Ebenen der Hauptscbnitte der Fläche. Da K' und A^' einander 
doppelt berührende Kegelschnitte sind, so entsprechen sie sich in zweier- 
lei Art in einer Homologie, die die Berührungs sehne als Achse und 
zum Zentrum den Pol dieser Geraden in bezug auf beide Kurven hat; 
ähnliches gilt von K" und A^", sowie von K'" und A^'". 

In dem speziellen Falle, daß ß parallel zur Grundebene ist, geht 
die Achse dieser Homologie ins Unendliche, und K' und A^' sind dann 
ähnlich und ähnlich gelegen mit dem Ähnlichkeitszentrum (/. K" und 
K'" gehen dann über in (doppelt zu denkende) Sehnen von A^'\ A^". 
ÄhniicBes gilt, wenn 6 parallel zur Auf- oder Seitenriß ebene ist. 

Nehmen wir hingegen an, daß e durch eine der Achsen etwa 
Ä^A^ gehe, dann ist die Homologieachse zwischen A^' und K' die Ge- 

1) Der Einfacheit der Dacstellung wegen wolleu wir annehmen, daß die 
Kurven /!,' und vi," volla tändig gezeicknet vorliegen; es würde allerdings leicht 
sein, durct Anwendung der Kegelachnittheorie , sich TOn dieser Votaussetiuag 
freiiamaeiien. 
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rade A^Ä^, und das Zentrum der unendlich ferne Punkt von B^B^-^ 
demnaeli ist die BeKiehung zwischen vi' und K' eine orthogonale Affini- 
tät mit der Achse A^' A^'. Ähnlich wenn ff durch B^B^ oder 6\ Cj geht. 

Es ist leicht einauaehen, daß alle diese Betrachtungen und Fol- 
gerungen sich leicht auf den Fall ausdehnen lassen, daß SF nicht ein 
EUipsoid ist. 

Wir wollen noch einige Bemerkungen über die Kegelfiiichen zwei- 
ten Grades hinzufügen. Um eine bestimmte Vorstellung zu haben, neh- 
men wir etwa ein einachaliges Hyperboloid, dessen imaginäre Scheitel- 
punkte C^ und C^ seien; alsdann ist A{ die . 
Ellipse mit den Achsen A■^' Ä^' und B^'B^', 
während A^' die Hyperbel mit der Fokal- 
achse A^' A^' ist und der imaginären Achse 
C^"C^". Die Geraden der Fläche projizieren 
sich dann im Grundriß als Taiigenten von 
A, und im Aufriß als Tangenten von A^". 
Die Erzeugenden des einen Systems wollen 
wir wie früher mit g, die des anderen mit 
d bezeichnen; alsdann ist jede Tangente r' 
von A^' (oder A^"^) die Projektion zweier 
Erzeugenden der Fläche, deren zweite (oder 
erste) Projektion wir, wie folgt, bestimmen 
können. Es sei (s. die Fig. 87) / eine Tan- 
gente von Ai^, und r die Vertikalebene, 
deren Horizont ulspur mit / zusammenfällt; 
T schneidet dann den Hauptschuitt A^C^Aß^ 

in zwei Punkten G und D, deren erste Projektionen mit dem Punkte 
(/, A^A^") zusammenfallen, und deren zweite Projektionen die Schnitte 
von A^' mit den entsprechenden Ordinaten sind. Die Tangenten g", d" in 
G", B" an Ä^' sind die zweiten Projektionen der beiden Erzengenden 
g und d von 5f, deren erste Projektionen mit r' zusammenfielen. 

In ganz analoger Weise läßt sich die erste Projektion der beiden 
Erzeugenden g, d konstruieren, deren zweite Projektion r" Tangente 
an A" ist {s. für beide Fälle die Fig. 87). Es ist klar, daß das Er- 
gebnis dieser Konstraktionen immer reell ist, wie man auch die Tan- 
genten r', f" wählen mag. 

Zur Übung. Ein hyperbolisches Paraboloid in der Mongeachen Mettode 
darzuatellen durch die einzelnea Erzeugenden für den Fall, daß die Fläche durch 
die Seiten eines windschiefen Vierecks gehe, von denen zwei in der Auf-, zwei 
in der Seitenrißebene liegen. 

AnmfPkung. Die Darstellung einer Fläche 2. 0. nach der Me- 
thode der kotierten Ebenen läßt sich am bequemsten ausführen, wenn 
man eine der Hauptebenen als Grundebene wählt; das Nähere müssen 
wir dem Leser überlassen. 
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243. Es soll jetzt die obige Darstellung bei der Lösung einiger 
Aufgaben benutzt werden; um eine bestimiate Vorstellung zu erhalten, 
wollen wir annehmen, daß es sich um ein Ellipsoid (im speziellen 
eine Kugel) handele, dennoch haben unsere Angaben niutatis mutao- 
dis auch Gültigkeit für alle anderen Flächen 2. 0. 

Aufgabe I. Gegcbeu eine Projektion eines Punktes der Pläche: 
gesucht die andere and die zugeliürige Bepührungsehene, 

Auflltsung. Gegeben sei (Pig- 88) die Projektion P' innerhalb der 
Ellipse J^' des Grundrisses des ersten scheinbaren Umrisses, Um P" zu 
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finden, legen wir durch P die zur Aufrißebene parallele Ebene, die 
au& der Fläche den Kegelschnitt F ausschneidet. Dieser projiziert sich 
im Grundriß als die durch P' parallel zur Achse gehende Sehne M'Jf 
der Ellipse y//. Die durch M' und A'' gehenden Ordinaten sehneiden 
A" Ä{' in M" und W. T" ist demnach die mit A^' konzentrische 
und ähnhch gelegene Ellipse mit den Scheiteln M" , N", kann also 
leicht gezeichnet werden. Ihre Schnitte mit der Ordinate o von P' 
sind die Projektion des (bzw. der) gesuchten Paukte. 

Die Zeichnung der Ellipse F" läßt sich jedoch vermeiden durch 
folgende Überlegung. Die Punkte, in denen die Ordinate o den Kegel- 
schnitt r" schneidet, entsprechen in der Homothetie zwischen F" und 
J^" den Punkten, in denen J^" von Oj geschnitten wird, welche Ge- 
rade der Geraden o als dem Kegelschnitte F" angehörig, entspricht. 
Nun ist Oj parallel zu o, und die Abstände der Geraden o, und o von <T 
stehen zueinander in dem Verhältnisse -ä".-^..- ■ Ziehen wir daher durch 
P' die Parallele zu Ä\N', so finden wir den Schnittpunkt von o, mit 
ÄjÄ^'. Ziehen wir durch ihn die Parallele zu o, so ist diese u,. 
Ist D" einer der Schnittpunkte von o, mit A^", so wird der Schnitt 
von 0" D" mit o einer der gesuchten Punkte sein. 
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Die Tangente ^ in P an F projiziert sich im Grundriß auf die 
Gerade Jlf'iV'; f ist hingegen die durch P" an T" gezogene Tangente; 
wegen der Homothetie zwischen T" und A^' ist t" aher parallel zu 
der in D" an J^" gezogenen Tangente; durch die Gerade ( ^ ((', t") 
geht aher die Beriihrungsebeue in P au JF. Um ihre Bestimmung zu ver- 
vollständigen, legen wir durch P noch einen Schnitt parallel zur Grund- 
ehene, der den Kegelschnitt d aussehneidet. Dieser projiziert sich im 
Anfriß in die Sehne H"K" der Ellipse A^", die parallel zur Achse 
durch P" läuft; z/ hingegen ist eine durch P' gehende und mit A^ 
konzentrische und ähnUch gelegene EUipse. Demnach hat die Tangente 
M in P an z/ zum Anfriß die Gerade WK", als Grundriß die Parallele 
u, die durch P' zu der Tangente von A^ gezogen ist, die durch den 
Endpunkt des Durchmessers (XP' geht. Somit ist die Bertthrungs- 
ehene durch die beiden Geraden t, u bestimmt; sind T^ und ü^ deren 
erster bzw. zweiter Spurpnnkt, so sind die Parallelen durch 2", zu n' 
und durch t/g zu t" die Spiirlinien jener Ebene. 

Zur Übung. Dieselbe Anfgabe zu lösen durch Benutzung der durch P 
und B^B, oder C^C^ gehenden Schnitt« (vgl. Nr. 241). 

Spezialfälle, a) Handelt es sich um eine Kugel, so sind yf,' 
und A^" Kreise von gleichem Radius mit der Kugel, und F" ist ein 




Kreis um 0" mit dem Durchmesser M' N' (s. ^ig. 89), Ist dieser 
gezeichnet, so trifft die Ordinate von P' ihn in zwei Punkten, von 
denen jeder als die zweite Projektion P" des gesuchten Punktes an- 
gesehen werden kann. Die Berührunge ebene wird bestimmt durch die 
Gerade t, die zu Projektionen die Gerade M'N' hat und die Senk- 
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rechte t" durch P" zu 0"F", sowie durch m, die zu Projektionen hat 
die Senkrechte zu 0' F' durch P' und die Parallele durch P" zur 
Achse. 

b) Handelt es sieh um eine Regelfläche, z. B. ein einschaliges 
Hyperboloid, so läßt sich unsere Aufgabe in einfacher Weise 




lösen, wenn man die Geraden der Flache benutzt. Zieht man nämlich 
(s, Fig. 90) von P' aus an den Kegelschnitt A^' die Tangenten, so 
überdecken sich in diesen die ersten Projektionen je zweier Erzeugen- 
den, sagen wir g^, d^ in der einen, g^, d^ in der anderen Tangente. 
Demoaeh ist P etwa der Punkt g^d^ oder g^d^. Konstruieren wir uns 
nun die Geraden g^', g^", d", d^', so können wir als P", sowohl g-[' d^', 
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als auch g^'d{' -wälilen. Zur Kontrolle beachte r 
auf der Ordinate tob F' liegen müssen. 

€) Wenn aber die Fläche durch drei ihrer Erzeugenden a, b, c 
bestimmt ist, so kaun man die Aufgabe als einen besonderen Fall der- 
jenigen betrachten, die wir in Bd. I, S. 47 — 9 behandelt haben; als vierte 
Gerade d gilt nun diejenige Vertikale, die F' als Horizontal pro jektion hat. 
Die 80 entstehende Konstruktion ist in Fig. 91 ausgeführt mittels der 
Ebenen, welche als erste Spuren die (behebigen) Geraden s^ und t^ 
durch P'^d' haben. 

243. Aufgabe II. 
Die Schnitte einei- 
(reraften mit einer 
Flä«he zweiter Ord- 
Bnng zu finden. 

Auflösung: Die 
Fläche sei wieder ein 
EUipsoid fr in der 
früheren Weise dar- 
gestellt und l s (l', l" 
sei die gegebene Ge- A] 
rade (s. Fig. 92). 

Mau beachte, daß 
die gesuchten Punk- 
te die Doppelelem- 
ente der Involution 
sind, die jrebildet wird 
von den Punkten der 
Geraden l, die in be- 
eng auf JF zueinander konjugiert sind; also heißt es 
die Doppelpunkte dieser Involution zu finden: um 
die Aufgabe aufzulösen, genügt es, diese Involution in 
erster oder zweiter Projektion zu bestimmen. Zu 
diesem Zwecke betrachten wir den Punkt ü, in wel- 
chem ( die Ebene ^i^i^^a-^a sehneidet: es ist dann 
ü"^l"-Aj"A^", und TT der Punkt, in dem die entspreehendt 
Ordinate V trifft. Die Polarebene von ü ist eine vertikale Ebene 
und hat als erste Spur die Polare «^ von ü' in bezug auf ^j'.^) 




1) Um die Wahrheit solcher Behauptung ai 
daß die Polarebene i des Punktes F(X(,, yo, i!„) 



3 Gleichung hat 



sehen, genügt es zu bemerken, 
B bezug auf die Fläche 
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Der Punkt T-Mj ist erste Projektion des Punktes CT von l, der konjugiert 
zu U in bezug auf JT ist; die entsprechende Ordinate trifft l" in U"- 
Um ein anderes Paar der fr^lichen Involution zu finden, betrachten 
wir geradeso den Punkt V, in dem l die Ebene AjCiA^C^ trifft, so 
können wir ebenso den zu V in bezug auf tF konjugierten Punkt V 
finden. Die Doppelpunkte X', Y' der so durch die Paare Ü'U', VV 
bestimmten Inrolution sind die ersten Projektionen der gesuchten 
Punkte, die zweiten sind die Schnitte der zugehörigen Ordinaten mit l". 
Um die Punkte X', Y' zu finden, beschreiben wir einen Kreis K, der V 
berührt; wir ziehen die zweiten Tangenten desselben, die durch Ü',U' 
und V, V gehen; sei üj, der Durehschnittspunkt der ersteren, V^, der 
des zweiten. Die JKreistangenten in den Punkten, in denen K von der 
Geraden U^Vg geschnitten wird, treffen l' in den gesuchten Punkten. 

Bemerkung. Wenn die Flache geradlinig ist, so ist die vorige 
Aufgabe im Grunde nicht verschieden von der Untersuchung der Ge- 
raden die vier gegebene schneiden (vgl. Nr. 29). Dasselbe gilt in be- 
zug auf die nächste Aufgabe. 

Aufgabe III. Die durch eine gegebene Gerade gehenden Beruh- 
rimgseheneu einer Fläche zweiter Ordnung zu bestimmen. 

Auflösung. Die Data seien dieselben, wie in der vorigen Aufgabe. 
Da jene zu der jetzigen Aufgabe dual ist, so können wir versuchen, 
sie auf einem zu dem vorigen dualen Wege ku lösen; wir werden jetzt 
zeigen, daß das möglich ist. Der Kurze halber wollen wir mit k, ß, y 
die drei Hauptebenen B^G-^B^C^, CiA^G^A^, A,B^A^B^ bezeichnen, 
und ff ^[Sj, Sj], r^[ij, t^\ seien die Ebenen, die die Gerade l auf 
die Grund- und Aufrißebene projizieren; es ist dann Sj s ?', ^ = 1", 
während Sj und t^ senkrecht zur Grundlinie »jj sind (s. die Fig. 93). Da 
e senkrecht zum Hauptschnitt y ist, so ist ihr Pol nicht verschieden 
von dem der Geraden v s sy in bezug auf diesen Hauptsehnitt (s. die 
Fußnote auf dieser S.), und S' ist der Pol von c' = ff j ^ l' in bezug auf 

(^_-^^ -_«_) (y - ß){y, ~P) , {i- 7) {z, - r) _ , 
a* """" "^ h' ~ ^" V """"" " ~ ■ 

wenn daher P in einer der Hauptebenen liegt, also z. ß, z„ = 7, so wird diese 
Gleichanir zu 

«' "^ 6' ~ 

Alsdann ist die durch die Polare von F in bezug auf dioi-en Hauptsehnitt 
S(nkre;,ht iU diesei gelegte Ebene Es möge noch bemerkt werden diß wenn 
F noch auf Pini r Achse liegt, also z ß j„ = p, j, = ] ao ist ' tolgendermißen 
d irgestellt 

(x -t<)(a„-o;) _^_ 

LI F und den Endpunk- 
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die Ellipse A^, S" ist der Schnitt der entsprechenden Ordinate niit 
jIj'Mj". Der Punkt S^(S',S") und die Gerade l = (V,r) bestimmen 
die Ebene g = {Sj, Sg], die zu 
fl in bezug auf fF konjugiert 
ist. Wir weehseln nun die 
Rolle der beiden Projektions- 
ebenen und geben in ganz 
analoger Weise vor, indem 
wir den Pol T" von T in 
bezug auf A^' bestimmen und 
konstruieren i ^^ [ti, i^\, die 
zu T inbezugauffFkonjugiert 
ist. Mit Hilfe eines Kreises, 
der durch den ersten Spur- 
puukt ij von ( gebt, suchen 
wir dann die Doppelelemeute 
a^i, j^i der durch die Paare 
s^s,, 'i^i bestimmten Involu- 
tion; sie sind die ersten Spu- 
ren dergesuchtenEbenen. Die 
zweiten ergeben sich daraus, 
daß sie durch den zweiten Spurpunkt Lg von / gehen müssen und da- 
raus, daß die beiden Spuren einer Ebene sieh auf der Grundlinie a,j 
schneiden müssen. 

Zur Cltiing. I. Wie vereinfacht sich diese Künatrnktion im. Falle einer 
Kugel? II. Die gemeiasanieii Betührungsehenen zweier Kugeln Bii konstruieren 
(Man benutze die Ähnlichkeit Sachsen 
der beiden Flächen). 

244. AnfsabelV. DeuSclinitt- 
einer Fläclie 2. Onlimng mit einer K\ 
Ebfne zu konstruiereu, 

Äufliisung. I.Methode, Die 
gegebene Ebene sei r^p^, t^]. 
Eine beliebige horizontale Ebene 
o, etwa diejenige, die als zweite 
Spur die zur Achse parallele Ge- 
rade Mj hat, sclineidet t in einer 
Geraden r, deren zweite Projek- 
tion r" mit Hg zusammenfällt, 
während r leicht zu finden ist (s. 
Fig. 94). 05 schneidet die fT in einer 
Ellipse r, deren zweite Projek- 
tion r" mit der auf u^ gelegenen Sehne M" N" von A." zusammen- 
fällt, während V konzentrisch und ähnlich gelegen zu A-^ ist und als 
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Achse die Streck« M' N' hat. Die Schnitte von / mit r' sind die ersten 
Projektionen zweier Punkte X, Y des gesuchten Schnittes. Um sie 
ohne vorherige Zeichnung der Kurve V zu finden, beachte man, daß 
in der Bomothetie zwischen F' und J^' die Punkte X', Y' den Punk- 
ten entsprechen, in denen J^' von der Geraden r* getroffen wird, die 
der, als zu F' gehörend, gedachten Geraden r' entspricht, r* ist aber 
parallel zu r und hat von 0' einen Abstand, der zu dem von r in 
dem Verhältnisse '-Ir^. steht. Um sie zu konstruieren, zeichne man 
den Punkt R^r'B^'B^ und verbinde If mit M'. Die durch A^ zu 
HM' gezogene Parallele schneidet B^'B^ in K und die durch K zu r' 
gezogene Parallele ist r*. Schneidet letztere nun A^ m P und Q, so 
hat man noch O'F und O'Q zu ziehen, und diese schneiden r' in X' 
und T. Die entsprechenden Ordinaten treffen /' = n^ in X" und Y". 
Variieren wir nun u^, indem wir es parallel zu sich selbst verschieben, 
so erhalten wir neue Punktepaare X, Y und erzeugen so den gesuchten 
Schnitt. — Im speziellen können wir u^ mit A^"Ä^" zusammenfallen 
lassen, und wenn dann S[ der Schnitt von v mit der entsprechenden 
Lage der Hilfsebene a ist, so fäUt T' mit J^' zusammen und die 
Affinität geht in eine Identität über, weshalb die Punkte Ui,Vi, in 
denen s^ Aj schneidet, der ersten Projektion der Schnittlinie £ ange- 
hören, was auch aus dem Satze in Nr. 239 hervorgeht. S' berührt 
daher A^' in U,', F/. Ähnlich findet man die Punkte i/j", Fj", in 
denen 2^" A^' berührt. 

Man beachte, daß durch die Punkte f//, F/ und das Paar X', Y' 
der Kegelschnitt Z' schon überbestimmt ist, da er A^ in CT/ und Fj' 
berührt; dasselbe gilt von H" in bezug auf JJ^'V^' und X",Y". 

Amncrknng. In dem Falle, daß es sich um eine Kugel handelt, 
ist diese Methode besonders bequem, da dann T sowohl wie sein 
Grundriß ein Kreis ist. Zur Übung möge der Leser die bezügliche 
Konstruktion durchführen. 

IL Methode. Die Data seien dieselben wie vorhin. Als Hilfs- 
flächen nehmen wir auch hier Ebenen, die zueinander parallel sind, 
jedoch nicht mehr zu den Fundamentalebenen, sondern ihre Stellung 
ergibt sich wie folgt. Wir beschreiben um 0' mit OB^ einen Kreis 
K' (s. die Fig. 95); er ist die Projektion zweier ebener Schnitte durch 
die Fläche, die zur Aufrißebene senkrecht stehen. Um diese zu be- 
stimmen, zeichnen wir die Punkte M\ M/ in denen K' die Gerade 
A^A^ trifft. M' ist die Projektion zweier Punkte von fT, die der 
Ellipse A^^G^A^C^ angehören, deren zweite Projektionen wir erhalten, 
■wenn wir die Ellipse A^' mit der Ordinate von M' schneiden; sie seiea 
M" und M". Ebenso seien M", M" die Schnitte von A^' mit der 
Ordinate von ilf/, wobei die Bezeichnungen so gewählt sein mögen, 
daß M"M-[' und M"M(' Durchmesser von A{ werden (in der Figur 
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wurde nur der erstere gezeichnet). Die Strecken J/"ilf/' und M"'M.^' 
stellen dann den Aufriß zweier ebener Schnitte K und K mit ?F dar, 
die K' zum gemeinsamen Grundriß haben, wahrend die Geraden 
Mj = M"M^' und it ^ M" M{ die zweiten Spuren ihrei Ebenen aind. 
Hieraue ergeben sich leicht ihre ersten Spuren m^ und Mi da sie ja 
senkrecht zur Achse a^^ aind. Wir kon- 
struieren nun die Schnittlinie r der beiden 
Ebenen \i^,i^ und [«uMg]; / schneidet 
dann K' in zwei Punkten X', 3", die zu- 
gehörigen Ordinalen r" = u^ in X", Y" . 
Dann sind offenbar X, Y Punkte 
der gesuchten Sehnittkurve; zwei 
weitere X, Y erhält man durch 
die Ebene [w,, w^]. Um beliebig 
viele weitere zu erhalten, nehme 
man eine zu [m^, Mj] parallele 
Ebene [u,, «j], sie schneidet fF in 
einer Ellipse, deren Aufriß die auf v^ 
liegende Sehne N"Ni" von ^g" ist, während 
ihr Grundriß ein Kreis mit dem Durch- 
messer N'N^' ist; er trifft die erste Pro- 
jektion s' der Schnittlinie der Ebenen 
[^j,*2],[%,Ü2] in zwei Punkten Z', W, deren 
Ordinaten v^ ^ s" in Z", W" treffen. Z und W sind zwei neue Punkte 
des gesuchten Schnittes, und durch Variation von v^ ergiebt sieh dieser 
punktweise. 

Anmerkung. Wenn die Fläche geradlinig ist, so kann die Auf- 
gabe gelöst werden, indem man die Punkte sucht, in denen die ge- 
gebene Ebene die Erzeugenden der Fläche schneidet. 

345, Aufgabe V. Von einem Punkt* aus au eine PJäche zweiter 
Ordnung den Berülirnngskegel zu legen. 

Auflösung. Die Fläche sei ein wie früher dargestelltes Eilipsoid, 
der Punkt sei F = (P', P") (s. Fig. 96). Wir wollen zeigen, wie sich 
die Berühriingskurve des gesuchten Kegels punktweise konstruieren 
läßt, indem man die in einer beliebigen horizontalen Ebene to gelegenen 
Punkte dieser Kurve ermittelt. 

Wir betrachten zu dem Zwecke, den der Fläche 9^ umschriebenen 
Kegel JC, der sie längs der Kurve F berührt, in der fT von der Horizontal- 
ebene m, deren Spur t^ ist, geschnitten wird. Legen wir au den Kegel JC 
von P die Tangentialebenen, so werden die entsprechenden Berührungs- 
erzeugenden m in den gesuchten Punkten treffen. F projiziert sich 
nun im Aufriß in die Sehne H"I{i" von J^" auf ^, und der zweite 
scheinbare Umriß jenes umschriebenen Kegels wird von den beiden 
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Geraden gebildet, die A^' in H" und Sj" berühren; der Schnitt dieser 
beiden Tangenten ist die zweite Projektion F" des Scheitels dieses Ke- 
gels, während Y' mit 0' zusammenfällt. Wir 
bestimmen nun den Punkt J, in dem PF die 
Ebene ra der Kurve A trifft. 
J" ist dann der Schnitt foq 
P"F"mit t^, während f/' der 
Schnitt der zugehörigen Or- 
dinate mit f y ist. Die Be- 
rührungspunkte der von J' 
an den Kegelschnitt F ge- 
- zogenen Tangenten gehören 
offenbar der gesuchten Kurve 
an, daher sind X', Y' die 
Berührungspunkte der von 
/' an r' gezogenen Tangen- 
ten. Nnu entsprechen sich 
aber F' und A^ in einer Hö- 
rn othetie mit dem Zentrum 
0' und dem Ahnlichkeits- 
yerhältnis O'iT/: 0'.4/; in 
dieser entsprechen also den 
Punkten X', Y' die Berüh- 
rungspunkte $, i; der Tangenten an A( von jenem Punkte M, der 
dem J' in jeuer Homothetie entspricht {M. erhält man nun, indem 
man durch A^ die Parallele zu ifj'J' zieht; sie schneidet eben O'P' in 
M). Man hat also von Man .^/ die Tai^enten zu ziehen, ihre Berührungs- 
punkte Q, B. mit <y zu verbinden, und durch 3' zu ihnen die Parallelen 
zu ziehen. Diese sind Tangenten an T" und berühren ihn in X' und Y" , 
den Schnitten mit 0' Q und 0W). Die zugehörigen Ordinaten schneiden 
dann %_ in X/'F". X und Y selbst sind dann zwei Punkte der Be- 
rührungskurve; weitere erhalten wir durch Parallel Verschiebung von t^. 
Änmerkniigen: I. Obige Konstruktion bleibt im wesentlichen auch 
anwendbar, wenn P im Unendlichen liegt, in gegebener Richtung. 
II. Drei beliebig auf der erhaltenen Kurve gewählte Punkte liefern uns 
die Polarebene von P in bezug auf JF. Jedoch ist dies Verfahren, die 
Polarebeue eines Punktes P zu finden, i. a. wenig zweckmäßig und 
ganz unbrauchbar, wenn P innerhalb tF Hegt; es soU daher ein anderes, 
nie versagendes dargelegt werden. 

3-t6. Aufgabe VI. Die Polarebene eines Punktes iu bezug iiuf 
eine Plädie zweiter Ordnung darzustellen. 




1) Da qn und XT' 
en sie einander parallel werden. 



■I jener Homothetie ahid, s 
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Aufliisang. Die Fläche sei ein wie bisher dargestelltes EUipsoid, 
der Punkt sei P = {F', P") [b. Fig. 97]. Legen wir durch P drei 
belie^ge Ebenen >., fi, v und betrachten deren Pole L, M, N in be- 
zug auf JF, so bestimmen die letzteren die gesuchte Ebene. Um eine 
bequem ausführbare Konstruktion zu erhalten, hat man darauf zu sehen, 
diese Hilfsebenen in möglichst geeigneter Weise zu wählen. Zweck- 
mäßig wählt man diejenigen durch P gehenden Ebenen, die parallel 
zu den Hauptebenen Ton fF laufen. Nehmen wir als Ebene X die zur 
Achse Ä^A^ senkrechte, und nennen deren Schnitt mit der Achse L^, 
80 ist der Pol Ton l der vierte harmonische Punkt zu A^, A^, i,_ 
ii', i/' sind die Schnitte Ton A^'A^', A,"A^" mit der Geraden P'P"^ 
und daher L' und L" die vierten harmonischen Punkte zu ij', A^', A^' 
bzw. zu i|", Aj\ A^". Als Ebene ji nehmen wir ebenso die durch P 
zu B^Bg senkrechte; schneidet sie diese Achse in M^, so fällt M,' in 
den Punkt, in dem S^'Ba' die durch 
P' zur Achse a^^ gezogene Parallele 
trifft^ und Mj" in 0". Alsdann ist 
der Pol M von ft der vierte harmo- 
nische zu M^,Jii,B.,; M" fäUt zu- 
sammen mit itfj", und Jf' ist der vierte 
harmonische zu M^', B^', B^. Ist 
schließlich v die durch P senkrecht 
zu C^Cj gelegte Ebene, und iV, der 
Punkt V Gl Cj, so f äUt JVj' auf 0', N^' 
ist der Schnitt der durch P" zu a^^ 
gezogenen Parallelen mit C"C^'. Der 
Poi N von V hat die Projektionen 
N' ^ 0', und N", welches der vierte 
harmonische zu N^', C^\ C^" ist. Be- 
stimmt mannundie Spurpunkte r^jT^, 

Ui,Ui, FijFj der Geraden LM, LN, MN, so erhält man mebr als 
notwendig, um die Spuriinien der gesuchten Ebenen zu bestimmen. 

Aufgab« Vll. Dpii Pol einer Ebene in bezug anf eine Fläche 
»weiter Ordnung zn konstruieren. 

Diese Aufgabe, die nicht nur die Umkehrung, sondern auch die 
duale zu der vorigen ist, läßt sich auf einem zu dem vorigen dualem 
Wege lösen. Die Fläche sei wieder ein wie früher dargestelltes EUip- 
soid JFund i; = [fj, t^ die gegebene Ebene, Nimmt man auf t behebig 
die Punkt« X, M, N, bestimmt deren Polai-ebenen X, (i, v, so schneiden 
sich diese in dem gesuchten Pole; als solche drei Punkte nimmt man 
zweckmäßig die Schnittpunkte der drei Achsen von JFrait x (s. Fig, 98). 
Den Schnittpunkt L mit der Achse Ä^^A^ findet man durch Anwendung 
{les in Nr. 24 angegebenen Verfahrens, den Schnitt einer Ebene mit 
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einer zur Achse parallelen Geraden zu finden; den Schnitt M mit BiB^ 
daraus, daß Jl/'= (7; den Punkt JU" daraus, daß Jlf"= 0" wird. Sind 
nun L^, N^, M^ die vierten harmonischen Punkte zu L, N, M und den 
Paaren AjA^,BjB^, C'^Cj, so sind die 
Polarebenen [ij, l^], [w^, w^], [«i^, Wj] 
von L, N, M in bezug auf JF, die 
durch Li, Nj, M^ parallel zur dritten, 
zweiten, ersten Bildebene gelegten 
Ebenen. Also fallen l^, J^ mit der Or- 
dinate Li'Lj" zusammen; tn^ iat die 
zu ttj3 parallele Gerade durch Mj", m^ 
liegt im Unendlichen; «^ liegt eben- 
falls im Unendlichen, w, ist die durch 
^i' zu djj gezogene Parallele. Der 
diesen drei Ebenen gemeinsame Punkt 
P ist der gesuchte Pol, und es ist 
A-; p,^ ,j, ^ P' = ;^w,, P" = l^m^. 

% 4. Einiges über die Darstellang einer Fläche 3. O. in Zentral- 

projektiou. 

247. Die Darstellung der einzelnen Erzeugenden einer Regel- 
üäche 2. 0. in Zentralprojektion ist die unmittelbare Folge der Fun- 
damentalaufgaben der Geometrie der Lage, wenn man sich die Fläche 
nach einer den von der projektiven Geometrie gelehrten oder auf diese 
zurückführbaren Methoden erzeugt denkt, d. h. also durch projektive 
Ebenenbiischel oder Puuktreiben. 

Zur ÜbiKig. In Zantralpi-üjektion die einzelnen Eraeugendon der Fläche 
darzustellen, die der Ort "der Orthogonalprojektionen einer gegebenen Gierftden 
auf die Ebenen eines BÜBchele iat. 

Um alle Fälle der Darstellung einer Fläche 2. 0. kurz zu be- 
handeln, mögen folgende Bemerkungen dienen. Die Gleichung 

(1) 

stellt in kartesischen, im allgemeinen schiefwinkligen, Koordinaten 
eine Fläche /weiter Ordnung dar, für welche die Ebenen 



ax^ + by^ + c^^ + iQ 



1) = 



ein selbstkonjugiertes Tetraeder bilden. Wenn wir in Gl. (Ij die Kon- 
stanten a, b, c, p, q, r festhalten und A variieren lassen, so erbalten 
wii- oo^ Flächen 2. 0., die alle durch den Kegelschnitt 



hindurchgehen und dem Keg 



einbeschrieben sind, der jenen Kegel- 
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schnitt vom Eoordinatenanfang aus projiziert. Wird nun einer dieser 
Flächen die Bedingung auferlegt, durch einen gegebenen Punkt zu 
gehen, so ist dadurch der entsprechende Wert von l bestimmt und 
damit auch die Fläche. Also: 

Es gibt nur eine bestimmte Fläche zweiter Ordnung, die durch 
einen gegebenen Kegelschnitt und einen Punkt außerhalb dessen 
Ebene geht und einem Kegel durch jenen Kegelschnitt mit gegebener 
Spitze einbeschrieben ist. 

Aus diesem Satze folgt, daß man bei der Bestimmung eine Fläche 
2. 0. JT in Zentralprojektion, den Kegelschnitt, der den scheinbaren 
Umriß vom Zentrum C aus gesehen bildet, nehmen kann als 

r={t,;n 

und außerdem einen beliebigen ihrer Punkte 

A = (TJ', A'). 
Um diese Bestimmung in der einfachsten Weise zu bewerkstelligen, 
nehmen wir als Bildebene die Ebene von T; wir geben also in der 
Bildebene einen Kegelschnitt, der zugleich die Spur von JF in der Bild- 
ebene als auch den scheinbaren Umriß gesehen vom Zentrum aus 
darstellt. Aus den allgemeinen Darlegungen in Nr. 2'A% ergibt sieh; 
Liegt der Punkt A' außerhalb F, so ist JF eine Regelfläche, und seine 
Erzeugenden projizieren sich als Tangenten von T; liegt A' innerhalb, 
so hat fF nur elliptische Punkte. Ein beliebiger Punkt M' der Bild- 
ebene, der sich in bezug auf F in derselben Lage wie Ä befindet (also 
auch außerhalb oder innerhalb, wie A') ist die Projektion zweier 
reeller Punkte von 9\ Um diese vollständig darzustellen, sollen zwei 
Verfahren angegeben werden, das erste für den Fall, daß JF eine Regel- 
fläche ist, das andere, wenn dies nicht zutrifl't. 
I. Fall (Fig. 99). Die Punkte A und M' 
liegen außerhalb von F', so daß fF aus lauter 
hyperbolischen Punkten besteht. Die durch A! 
gehenden Erzeugenden projizieren sieh in die 
von A' an F' gehenden Tangenten d', g'; ihre 
Spurpunkte sind offenbar die zugehörigen Be- 
rührungspunkte Tg, Tg, und ihre Fluchtpunkte 
ergeben sich daraus, daß beide Geraden, die 
gegebene Gerade TT treffen. Es seien nun 
Mj und M^ diejenigen beiden Punkte von ff, 
die sieh in M' projizieren, rf^, g^ die durch 
M^, dg, g^ die durch M^ gehenden Erzeugen- 
den. Die Projektionen jfj' und d^ fallen dann auf die eine, d^ und g^ 
auf die andere der beiden von M' an F' gelegten Tangenten; demnach 
fallen in den Berührungspunkt der ersteren die Spurpunkte 7'j,j und 
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r^gvon^j und t?j, in den anderen T^^ und T^j zusammen. Der Fluchte 
puukt 7^/ von,'/i ergibt sieh daraus, daß diese Gerade d trifft. Alsdann 
wird einer der Punkte M^, M^ dargestellt durch {T^I ^, M') und ähn- 
lieh der andere. Auch ist klar, daß man dadurch für jeden der beiden 
Punkte zwei Darstellungen erhält. 

Die Tangentialebenen in My und M^ sind bzw. g^d^^ und g^d^, es 
ist also leicht, deren Darstellungselemente zu bestimmen. 

II. Fall. A! und M' mögen innerhalb F' liegen, so daß also 
fF eine FBiche 2. 0. mit elliptischen Punkten ist (vgl. die Fig. 100). 
Die Gerade AM' ist die Spurlinie t einer projizierenden Ebene, die 
JF in einem Kegels ehnitfc z/ schneidet, dessen Schnitte mit dem Pro- 
jektionsstrahl CM' sind die gesuchten Punkte. Um sie zu finden, su- 
chen wir zunächst ihre Umleguiigen, und legen daher die projizierende 
Ebene Ct in die Bildebene um; alsdann sind {M^) und {M^) die Schnitte 
von (O)K' mit (z/). Nun lassen sich (C) und {Ä) nach einem be- 
kannten Verfahren (s. Nr, 77) auffinden. Man kann einige Linien er- 
sparen, wenn man um (J.) zu finden, wie folgt verfährt: Die Gerade 
{G)T schneide ( in U\ die Parallele von I' zu {C)T schneidern J'. 
A kann dann wie folgt dargestellt werden. Das 
übliche Verfahren lehrt, daß (A) nichts anderes 
als der Durchschnitt der Geraden {C)A' und J'J' 
ist. Um (z/) zu finden, beachte man, daß die 
Schnittpunkte Q und li der Geraden t mit F' 
ihm angehören, und daß [J) die Geraden (C)M 
und (t?) Q inQ und B berühren und 
durch (A) gehen muß. Hierdurch ist 
i/l) hinreichend bestimmt. Die pro- 
jektive Geometrie lehrt, wie seine 
Schnitte mit der Geraden (C)M' sich 
konstruieren lassen, ohne daß man 
nötig hätte, den Kegelschnitt (i^) voll- 
ständig zn zeichneu; sie sind die ge- 
suchten Punkte (ilfj) und (K,). 

Zieht man alsdann die Gerade 
(Pi) beliebig durch (Mj) und durch 
(C) die Parallele zu (p,), so schneiden diese Geraden t in zwei Punk- 
ten 7/ und 2\, die die Darstellungselemente von M^ sind, also kann 
man schreiben M = {Ty 7/, M'). In ähnlicher Weise läßt sich M^ 
individualisieren. 

Diese Betrachtungen mögen hinreichen, um eine Idee zu geben, 
in welcher Weise die Zentralprojektion auf die Theorie der Flächen 
zweiter Ordnung angewendet werden kann; der Leser möge versuchen, 
nach dieser Methode auch die in Nr. 243 ff. angeführten Aufgaben 
zu lösen. 
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g 5. GrundeigeiiBchafteii der Sehnittkurven zs^eier Flächen 2. O. 

248. Sind zwei Flächen 2. 0. JF imA g gegeben, so bieten sieh 
zunächst dio zwei zueinander dualen Aufgaben dar: 

I, Den Ort r der <x>^ ihnen gemeinsamen Pnnltte zb linden. 

li. Die oo' gemeinsamen Berührungsehenen zu bestimmen. 

Um sie zu lösen, wird es im allgemeinen das Beste sein, die in 
Nr. 235 dargelegten aUgemeinen Bemerkungen gehörig anzuwenden. 
WiU man jedoch vom Standpunkt der Darstellung die Kurve F unter- 
suchen, so wird man zweckmäßig zu folgenden Überlegungen greifen. 
Es seien 

f(x, y, s)^a^ + a,i3^ + a^^V^ + ■ ■ ■ + 2ai^xy = Ol 

(/{x, y, s) = 6oo + ^n^^ + Kf-^ + 2?'i3;c)/==0j 

die kartesischen Gleichungen von JT und §. Da nun in den Punkten 
von r, sowohl f(x, y, z), ala g(x, y, d) NuU ist, so ergibt sich, daß in 
denselben Punkten, welchen Wert der Parameter X auch haben möge, 
«^"^^ f{x, y, 0) + l ■ g(x, y, ß) = 0. 

Folglich gehen durch die Schnittkurye T von 9^ und § einfach un- 
endlich viele (tx)^) solcher Flächen, die ein Büschel bilden, wovon Tdie 
(rrundkurve ist. Befinden sich unter diesen auch Kegel? — Um 
diese Frage zu beantworten, beachten wir Folgendes. Soll die Gleichung 
f{3;, y,e) + X- 9{a y, s) = (««, + l'b^) j ^^^ 

+ (öii + lhu)x^ 4- ■ ■ ■ 2(«,s, + X\i)xy = ) ' 
einen Kegel darstellen, so ist (Nr. 23ti) notwendig und hinreichend 
dafür, daß , ,, , -7 ■ 

=0. 

I - . ! 

i «J0+ ll^i, «33 + X\t ■ 

Es genügt aJso, die Konstante X so zu wählen, daß dieser Gleichung Ge- 
nüge geleistet wird, damit man einen durch F hindurchgehenden Kegel 
erhalte. Nun ist diese Gleichung in l vom vierten Grade, hat also vier 
Wurzeln und das heißt: Durch die Schnittkurve zweier Flächen zwei- 
ter Ordnung gehen im allgemeinen vier Kegel zweiter Ordnung. 
Dieser wichtige Satz von Poneelet eideiehtert also die Untersuchung 
der Schnittlinie zweier Flächen 2. 0., indem man annehmen darf, daß 
diese Kegel seien; insbesondere kann man zur Darstellung dieser Kur- 
ven, die im folgenden Kapitel angegebene allgemeine Methode der Auf- 
findung des Schnittes zweier Kegel zur Anwendung bringen. 

Zur Übung. Welcher Satz entspricM nach dem Dualität sprinzip dem Pon- 
eelet« chen? 
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Unsere Betrachtungen ermöglichen auch, eine sehr wichtige gra- 
phische Eigenschaft der fragUchen Kurven darzutun. Aus der Glei- 
chung (2) des Büschels folgt leicht, daß durch jeden Punkt P des 
Raumes i. a. eine solche Fläche geht. Sind (a^o, j/oi'^o) "^'^ Koordinaten 
des Punktes P, so ist die Gleichung der fraglichen Fläche: 
\f{x,y,z) 9{x,y,d) ■, _ ^^ 

Insbesondere, nehmen wir einen Punkt C als Projektionszentrum und 
eine Ebene jt als Bildebene, so geht auch durch G eine Fläche fF des 
Bücheis; g und h seien ihre durch, C gehenden Erzeugenden. Da nun 
r als Schnitt von W mit einer zweiten Flache § des Systems (3) an- 
gesehen werden kann, so schneidet jede der Geraden g und h die F 
in zwei Punkten, sie sind also Sehnen von F. Die Spurpunkte von 
g und h in ti sind daher (vgl. Nt, 198) Doppelpunkte von Y", der Pro- 
jektion von r. Folglich: Die Projektion der Schuittknrve zweier FIB- 
chen zweiter Ordniiiig von einem beliebigem Punkte anf eine beliebige 
Ebene ist eine Kurve vierter Ordnung mit zwei reellen oder konju- 
giert imaginären Doppelpunkten, 

Zur Übung. Die Dürersche Muaclielliiiie (s. Nr. 188 VI) kann als Oi-thogonal- 
projektion des Scbßittes zweier Flächen zweiter Oriännng aufgefaßt werden; die- 
selben zu chaiakterisieren. 

24:9. Die Sehnittkurve zweier Flächen zweiter Ordnung ist i. a. 
eine algebraische Kurve vierter Ordnung; sie bietet einen be- 
merkenswerten Spezialfall dar, wenn die beiden Flächen eine erzeugende 
Gerade g gemeinsam haben. In diesem Falle besteht die Kurve aus 
der Geraden (/ und einer anderen Kurve F die, da sie mit g zusammen 
eine Kurve vierter Ordnung geben muß, von der dritten Ordnung ist, 
Sie heißt gewöhnhch kubische Raumkurve. Die Gleichungen der 
Geraden g mögen sein 

«0^ + ^0^ + h^ + (^0^0, af,'x + h^y + c^'z -[- d^ = 0; (1) 

dann lassen sich die der beiden Flächen in folgender Form achreiben 

(%a: -|- \y + c^z -\- (l){a,x + i,'y + c^'z + ä,') , 

- (a^'x + ho'y + Co'z -\- OCßi^^ + &i«/ + CiZ + d^) - 0, I 
{a^,x + \y -(- c^s + ä){a^x -f h^y + c^z\+ ä{) | 

- {a^x + h^y + c^z + ä^)ia^x + \y + c,z -f d^) ^ 0. ) 

Hieraus folgt, daß für die Punkte der Schnittkurvo der beiden Flächen 
außerhalb g die Beziehung besteht 



(2) 



«.« + ».!/ + « 


■.» + <!. 


V + *,!< + . 


,, + i, 


»,« + 6,S/ + c, 


,+d, 


».'« + 6.» + « 


.'« + «.■ 


-,•«+»,■> + < 


;'+är 


«;x+b;y+c. 


■'+i. 
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Bezeiclinea wir nun mit t den gemeinaamea Wert dieser drei Quotien- 
ten, so erhalten wir die drei Grleichungen 

{a^x + %y + c,s + d;) - tialx + ft/y + c/ß + d/) = (» - 0, 1, 2). (4) 
Nun stellen diese Gleiehungen, wenn man t variiert, drei zueinander 
projektive Ebenenbüaehel dar; folglieh haben wir den Sata: Eine ku- 
bisclie Raamkurve kann erzeugt werden als Ort der Schnittpunkte 
der Tripel entsprechender Ebenen dreier projektiver Ebenenbfischel. 
Lösen ivir Gl. (4) bzw. nach x, y, z auf, so erhalten wir Aus- 
drücke dieser Größen als Funktionen von t folgender Art 

r = ^"^'^ «^''^ . = M /fil 

•^ 0. et) ' y <a{t)' <o(t) * > 

wo I, ij, g, ta rationale Funktionen dritten Grades von t sind. Die Punkte, 
in denen jene Kurve die Ebene 

ax + by -\- cg + d^O 
sehneidet, entsprechen den Werten von t, die die Wurzeln der Glei- 
chung sind: 



(«) 



■ «[ — ta,' \ — tb,' c^ — tc,' dj ~ td^' 
I «ä — ta^' b^ — tb^ c^ — tc^ rfg — td^' 
Da diese vom dritten Grade in t ist, so gibt es drei solcher Punkte, 
and dies bestätigt, daß die fragliche Kurve dritter Ordnung ist. 

Von einem l)eliebigen ihrer Punkte wird die kubische Raumkupve 
dnpch einen Kegel zweiter Ordnung projiziert; daher gehen durch die 
Kur\e cx)' Quadrigekel; je zwei de^elben schneiden sich außer in der 
Kurve, in der Verbindungslinie ihrer Scheitel. 

Eine kubische Raumkurve ist durch sechs ihrer Punkte bestimmt, 
P, Q, Ä, B, G, D. Nämlicli die beiden Quintupel von Geraden 

P(Q Ä B C IT) und Q(V 4. B, C B) 
bestimmen ledes einen Kegel zweiter Ordnung, und diese beiden schnei- 
den sich außei in der Geiaden PQ^a noch in emei kubischen Raum- 
knrve, die dnr h die gegebenen Punkte geht 

Jede durch g gelegte Ebene ff schneidet beide 1 lachen noch in 
einer zweiten Erzeugenden es seien die^e c/j und d , der Punkt, in 
welchem rfj und d^ eich schneiden ist der einzige Punkt außerhalb g, 
den die kubische Kauuikurve mit der Ebene ff gemeinsam hat; die 
beiden andeieu ^^ehoien der g an folglich ist g eine Sehne der 
Kurve r. 

Die Kurve F und die Gerade g bilden den vollständigen Schnitt 
der beiden Fiäehen: zufolge eines vorherigen Satzes gehen nun durch 
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einen beliebigen Punkt C des Raumes zwei Geraden p und g, die beide 
die (aus g und F gebildete) Sebnittkurve in zwei Punkten treffen. 
Diese Geraden können nicbt beide Sebuen tod F sein, denn dann 
würde ja die Ebene pq F in vier Punkten treffen; keine von ibnen 
kann auch g in zwei Punkten treffen, daher muß die eine eine Sehne 
Ton r sein, wäbrend die andere sowohl F als ^ in je einem Punkte 
trifft. Fassen wir dies zusammen, so können wir sagen: Durch jeden 
Punkt des Ranmes geht eine Sehne einer kubischen Raumkurve; und 
femer (Nr. 198): Die Projektion einer kubischen Raumkurve von einem 
beliebigen Punkte ans auf eine beliebige Ebene ist eine Kurve dritter 
Ordnung mit einem Doppelpunkte. 

250. Die unendlich ferne Ebene schneidet, wie jede beliebige 
Ebene des Raumes, die kubische Raumkurve in drei Punkten. Sind 
diese reeU und verschieden, so heißt sie kubische Hyperbel; ist nur 
einer reeU und die beiden anderen konjugiert imaginär, so heißt sie 
kubische Ellipse. Wenn die unendlich ferne Ebene die Kurve in einem 
Punkte berührt, in einem anderen schneidet, so haben wir eine hyper- 
bolisck-parabolisehe kubische Raumkurve, und wenn schließlich jene 
Ebene sie oskuliert, so beißt sie parabolische kubisclie Raumkurve. 
Um zu entscheiden, welcher Art eine durch Gl. (3) dargestellte Kurve 
angehört, ist notwendig und hinreichend, die Funktion ta{f) der Glei- 
chungen (5) oder folgende Gleichung zu diskutieren, die entsteht, wenn 
man in Gl. (6) die Koeffizienten a, l, c gegen Null konvergieren läßt 

a^ — tdj^ \ — tüj q — tc,' 1 = 0. 
a^ — ta^ feg — ta^ c^ — ic^' 

Zur Cbiinff, I. Nach der Mongeschen Methode oder in Zentralprojektion eine 
kubische Raumkurve ?.u konstruieren und darEUBtellen als erzeugt durch drei 
projektive Ebenenbuschel, II. Die Ebenen, die entsprechende Punkte dreier pro- 
jektiver Punktreihen auf windscMefen Trägern verbinden, sind Schmiegungsebtnen 
einer kuhischen Raumknive. 

Schluß bemerkung. Die Schnittlinie zweier Flächen 2. 0. bietet noch 
einen anderen wegen der Häufigkeit des Vorkommens bemerkenswer- 
ten Spezialfall dar; er wird dargelegt durch folgenden 

Satz: Berühren sich zwei Flächen zweiter Ordnung in zwei 
Punkten A und B, so schneiden sie sich in zwei Kegelschnitten. 

Ist nämbch P ein beliebiger Punkt der Schnittlinie, so schneidet die 
Ebene FAB die beiden Piächen in zwei Kegelschnitten, die aber, weil 
sie drei Punkte und die Tangenten in zweien gemeinsam haben, zu- 
sammenfallen müssen. Nehmen wir ebenso einen anderen, beiden Plä- 
chea gemeinsamen Punkt Q, der aber nicht dem eben erhaltenen Ke- 
gelschnitte angehört, so gelangen wir zu einem zweiten, den beiden 
Flächen gemeinsamen Kegelschnitte. 
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Drittes Kapitel. 

Kegel- und Zylinderflächen. 

§ 1. Allgemeine Eigenschaften. 

251. Die zweite Kategorie spezieller Flächen, die wir jetzt unter- 
suchen wollen, umfaßt Gebilde, die der Leser, wenigstens in einigen 
Spezialfällen von der elementaren Geometrie her kennt, nämlich die 
ihen und deren Sonderfall, die Zylinderflächen. 

Eine Kegelfläche entsteht, wenn man von einem festen Punkte 
die sämtlichen Punkte einer ebenen oder doppelt gekrümmten Kurve 
r projiziert; jener feste Punkt heißt der Scheitel, die Spitze oder 
das Zentrum der Fläche, F heißt die Leitlinie oder Direktrix, 
nud die projizierenden Strahlen sind die Erzeugenden. Als Leitlinie 
einer Kegelfläche kann man offenbar auch jede andere auf ihr gezeich- 
nete Kurve nehmen, wofern sie nur von allen Erzeugenden getroffen 
wird; iushesondere kann man als solche auch einen beliebigen ebenen 
Schnitt der Fläche nehmen und dann trägt jener den Namen Basis. 
Aus der Definition ergibt sich, daß man eine Gruppe von Erzeugenden 
erhält, wenn man die Fläche mit einer durch den Scheitel V gehen- 
den Ebene e schneidet; es sind dies jene Erzeugenden, die F mit den 
Schnittpunkten von e und F verbinden. Eine Kegelfläche erstrekt sich 
zu beiden Seiten des Scheitels ins Unendliche; in der Praxis beschränkt 
man sich auf die Betrachtung des zwischen dem Scheitel und der Basis 
belegenen Teiles und nennt den so begrenzten Teil einen Kegei. 

Aus der Definition der Kegeifläche ergibt sieh, daß zwei durch 
beliebige Ebenen it^ und it^ auf ihr erzeugte Schnitte zueinander per- 
spektiv sind, mit dem Scheitel als Zentrum, der Schnittlinie ic^z^ 
als Achse der Perspektivität; insbesondere sind die durch ein System 
paralleler Ebenen erzeugten Schnitte einander äbniich. Hieraus folgt 
durch Anwendung des Satzes in Nr. 159: Projiziert man zwei ebene 
Schnitte eines Kegels von einem beliebigen Punkte anf eine Ebene, 
so erhält man zwei Pignren, die sich in einer Homologie entsprechen, 
deren Zentrum die Projektion des Seheiteis, deren Achse die der 
Sehnittlinie der beiden Schnittebenen ist. 

Die meisten projektiven Eigenschaften der Kegelflächen lassen sich 
erhalten, indem man diese auffaßt als Figuren, die durch Projektion 
einer ebenen Kurve von einem außerhalb gelegenen Punkte erzeugt 
werden; den Punkten der Kurve entsprechen dann die Erzeugenden 
der Fläche, insbesondere den vielfachen Punkten der ersteren die viel- 
fachen Erzeugenden der letzteren; ist die Kurve algebraisch und von 
der Ordnung «, so ist es auch der Kegel; so wie jene durch - — ■ 
ihrer Punkte bestimmt ist, so auch jener durch ebensoviele seiner Er- 
zwei Kegelflächen mit demselben Scheitel schneiden sich 
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in einer bestmimteii Zahl von Erzeugenden usm , Dieselben Eigen- 
schaften lassen sieh aber auch erhalten, wenü man eine Kegelfläche 
(die ja eine Folge von oo^ durch einen Punkt gehenden Geraden ist) 
als das im Räume duale Gebilde zu einer ebenen Kurve auffaßt, in- 
dem man diese als eine Folge von co^ in einer Ebene liegenden Ge- 
raden betrachtet. Alsdann entsprechen die Erzeugenden der Fläche 
nicht mehr den Punkten, sondern den Tangenten der Kurve; insbe- 
sondere die Doppelerzeugenden der Fläche den Doppeltangenten der 
Kurve. Beide Erzeugungsweisen muß man sich stets vor Augen halten, 
um sie in geeigneten Fällen anzuwenden. 

Liegt der Scheitel im Unendlichen, so geht die Kegelfläche in 
eine Zylinderfläche über; der endliehe zwischen zwei zueinander 
parallelen Ebenen gelegene Teil derselben heißt Zylinder und man 
betrachtet die durch jene beiden Ebenen erzeugten Schnittkurren als 
die Basis. Alle zueinander paraUeleu Schnittlinien eines Zylinders sind 
einander kongruent, folglich sind es auch ihre Parallelprojektionen auf 
eine beliebige Ebene in beliebiger Richtung. 

262. Es seien a, b, c die kartesisehen Koordinaten des Scheitels 
V eines Kegels, und 

x-m, !/-iw, '-m 

die analytische Darstellung der als Leitlinie gewählten Kurve V. Die 

Gerade, welche F mit dem Punkte (f) von V verbindet, hat alsdann 

die Gleichung: 

_x — a ^ y — 6 ^ 3 — c . ,..-, 

m~a 7!(()-6 m-e ^ ' 

ist nun w der gemeinsame Wert dieser Brüche, so bekommt man als 

parametrische Darstellung der Kegelfläche 

x-a(l-u) + «-m, !l-i(l-u)+u-r,(l), ,_c(l-„) + a-S(0. 

Wenden wir hierauf die Gl. (9) in Nr, 224 an, so finden wir leicht 

als allgemeine Gleichung der Tangentialebene an die Fläche 
' X ~ a y — i ^ — c 
|(i)-« ,(i)-6 «()-« -0, . . . . (ä) 

r(f) i-(t) f(t) 

woraus sich folgende Eigenschaften ergeben: 1. Da Gl. (2) befriedigt 
wird durch « = a, i/ = 6, s = c, welchen Wert auch i haben mag, s» 
enthaUen alle Bepührungsehenen den Scheitel. 2. Da in GL (2) u 
nicht vorkommt, so haben sämtliche Punkte einer Erzeugenden die- 
selhe BerÜhrungsehene. 3. Da (2) die Gleichung der durch den Schei- 
tel und die Gerade x—k[t) p—n(fi « — ?(*) 

gehenden Ebene ist, so enthalten alle BerühFungsebenen einer Kegel- 
fläche auch die Tangenten der Leitkurve lizw, der Basis. 
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Will man die Kegelfläche durch eine einzige Gleichung zwieeben 
X, y, e darstellen, bo hat man aus (1) ( und u zu eliminieren; die von 
M vollzieht sieh sehr leicht, und man erhält als Resultat folgendes 
Paar von Gleichungen 

z-c S(i)~c' z-c m-c 
Eliminiert man hieraus t, so bekommt man eine Gleichung von fol- 
gendem Typus .^^^ y-&x ^ 

die man offenbar auch in die Form bringen kann 

f{x-a, y-b, ^-c)^0, (3) 

wo f eine homogene Funktion der Argumente x — a, y — i, s — c ist. 

Umgekehrt: wenn f eine homogene Funktion der Binome x — a, 

a; — ft, z — c ist, so hat man gemäß der Definition für alle Werte von q 

f[eix-a), Q(y-h), Q(ß-c)-\^Q"-Jlx-a, y-i, s~c\, 
wo fi der Grad dev Homogenität von f ist; daraus folgt, daß, wenn 

f(x — a, y — h, is — c) = 0, 
so ist auch 

/[(,(!-«), ni'J-V), s.(«-e)]-a 
Dies bedeutet, wenn ^[x, y, £) ein Punkt der Fläche fix, y, e) = 
ist, so gehören dieser auch alle Punkte der Geraden OP an; die Fläche 
enthält also ao^ Strahlen eines Bündels, ist also eine Kegelüäehe mit 
dem Scheitel im Anfangspunkte. 

Wir woUen jetzt die parabolische Kurve der Kegelfläche aufsuchen 
und legen zu dem Zwecke der Einfachheit halber den Scheitel in den 
Koordinatenamfang d. h., wir setzen a = 6 = c = 0. Wir betrachten dar 
her zugleich mit (?,) die Gl. (11} aus Nr. 225: 

^ gy ay 

Sa:' dx-Zy dx-de 

d'f av S'f 

dy-8ce cy' dy-Sn 

3Y d'f d'f 



df_ df 







Erinnern wir uns nun des Eulerschen Satzes über homogene Funk- 
tionen, so haben wir 

und wenn wir differenzieren 

fu-n'' -x"'' -^« ''' +^ '''- 
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und zwei analoge. Wenn wir daht 
mente der letzten Vertikalreilie 
nachdem sie mit x 



in die Determinante /} die Ele- 
durcli die der drei ersten, 



bzw. multipliziert sind, 


so erhalten wir 




"'', 


cxdy Sx-ez 


J - 


r-f 

8Y 
dz -dz 


dy^ dy-az 
ä-f l'f 


oder auoli 


8x 


Sf if 
dy 8z 

8Y 




; 3x' 


^=-.'t 


n':,y-')\wL 






df_ 



ifi^^.y,^) : 









dydz 
9V 



Aue diesem Äusdmcke ergibt sich, daß, wenn f{x, y, 2) = 0, auch z/ = 
ist und daher: Eine jede Keselfläche besteht iiui' aus papaboHsehen 

Punkten (abgesehen vom Scheitel). 

Um den scheinbaren Umriß (s. Nr. 229) des Kegels gesehen von 
einem beliebigen Punkte P{1, m, «) zu erhalten, kombinieren wir Gl. (3) 
mit der folgenden 



oder wegen der Gl. (*) 



(!/-»«)li +(«-») 



Sf 






■'dy 



. »f - 



-nf(i, 9, »)• 

Da nun diese Gleicliung zugleicli mit (3) betrachtet werden muß, so 
ist es gestattet, sie durch folgende zu ersetzen: 

8x ' Sy ' dz 
Da auch diese homogen ist, so stallt sie einen neuen Kegel dar, der 
ebenfalls seine Spitze im Anfangspunkte hat; er achneidet also den 
gegebenen längs Erzeugenden und daher: Der scheinbare Umriß einer 
Kegelfläche gesehen von einem beliebigen Punkte des Raumes besteht 
immer aus einer bestimmten Zahl von Erzengenden. 

Die beiden vorigen Sätze bestehen gleichfalls für Zylinder flächen, 
aUerdings gelten nicht mehr die Gl. (1) und (2). Die jetzt anzuwen- 
denden Formeln erhält man auf folgende Art, Wir nehmen als Leit- 
linie die vorhin betrachtete Kurve F und nehmen an, daß die Erzeu- 
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mit den KoordinatacbBen die Winkel a, ß, ; 



die Gleichung einer Erzeugenden, und die paranietrische Darstellung 
Zylinderiläehe wird daher lauten 

a;==|(0 + «'CO3ß, y^TjitJj-u-cosß, = g(O + w-cos^ (4) 
und die aUgemeiue Gleichung der Berührungsebene 

'-m y-n(() '~m 
reo •(■(<) r(<) ',-0 (5) 

cos K cos ß cos y ' 

Zur Übung! I. Man beweise, daß alle Punkte einer ZjUnderflÜche para- 
bolisch Bind, — II. Eine Zjlinderfläclie kann auf unendlich viele Arten als eine 
TrauBlatioüsfläclie (vgl. Nr. ^33) aufgefaßt werden. — III. Von welcher Art sind 
die Isophoten (s. Nr. 230) einer Kegel- oder Zy! inderfläche? — 



2. Graphische Darstellung der Kegel- oder Zylinderöächen. 



i allgemeine Kegel- oder Zy- 
, daß man den Scheitel an- 



253. Das gewöhnliche Verfahren i 
linderfläehe zu bestimmen, besteht darin, 
gibt bzw. die gemeinsame Richtung 
der Erzeugenden und die Kurve, die 
als Leitlinie dienen soll, letztere ge- 
wöhnlich iÜB in einer Ebene gelegen, 
also als Basis dienend. 

Bei Anwendung der Mongeschen 
Methode wird man also den Scheitel 
F= ( y,' V"), ferner die beiden Spuren 
ij, (j der Ebene der Basis z/ und eine 
der beiden Projektionen von z/, etwa 
z/' angeben (s. Fig. 101). Bei diesen 
Daten ist es leicht, die Darstellung 
einer beliebigen Erzeugenden der Flä- 
che, z. B. der durch den Punkt P' von ^' 
gehenden, zu finden. Wir suchen uns zunächst 
(nach Nr. 17) den Punkt P"; dann sind die 
Geraden P' V'y F" V" die Projektionen der ge- 
suchten Erzeugenden g. 

Variieren wir P' auf ^', so erhalten wir ^"^' ""' 

weitere. Die von V' an z/' gezogenen Tangenten bilden, wenn sie 
reell sind, den ersten scheinbaren Umriß der Fläche gesehen vom Ze- 
nith der Grundrißebene; wenn nun diese Tangenten sämtlich imaginär 
sind, so existiert ein solcher Umriß nicht. 

Variieren wir P auf z/ so beschreiben die beiden Spurpunkte (r^ 
und (tj der Erzeugenden g zwei Kurven F^ und F^, welche die Schnitte 
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der Kegelfläche mit der Grund- und Aufrißebene darstellen, und die 
erste und zweite Spur der Fläche heißen. Aus den Bemerkungen iu 
Nr. 237 geht hervor, daß Tj und d' sieh in einer Homologie ent- 
sprechen, deren Zentrum V und deren Achse t^ ist; Analoges gilt von 
Tj und J". Da, wie gezeigt, Scheitel und Basis genügen, um die 
Spur der Kegelfläche in den Projektionsebenen zu finden, so kann 
man, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu tun, eine Kegelfläche auch 
dnpch den Scheitel und eine ihrer Spuren in den Projelttionsebenen 
bestimmen. Schheßheh sei noch bemerkt, daß die Geraden / und g" 
sich in einem Punkte G^ treffen, dessen geometrischer Ort eine Kurve 
To ist, in welcher die Projektionen des Schnittes der Fläche mit der 
zweiten Halbierungsebene zusammenfallen. Aach T^ kann als Basis des 
Kegels gewählt werden, und dürfte oft aus Gründen der Symmetrie 
und Einfachheit jeder anderen Wahl vorzuziehen sein^). 

Ist der Kegel wie oben bestimmt, so ist es auch leicht, die zweite 
Projektion eines Punktes M. der Fläche zn bestimmen, wenn die 
erste gegeben ist. M. hegt ja, auf einer der Erzeugenden, die sich 
z. B. in VW projiziert; schneidet nun F'il/' die Kurve A' in P',-?/. - - 
so lassen sich leicht P", P/'. . . auf J" (bzw. z) gelegen finden, die 
zweite Projektion muß also auf einer der Geraden Y"'^", 7"P/'. . . 
liegen, also ist sie einer der Punkte in welchen die Ordinate von W 
diese Geraden sehneidet (s. wieder die Fig. 101). Die Aufgabe hat soviele 
reelle Lösungen, als es Schnitte von Y' M' mit A' gibt, demnach muß 
es wenigstens einen geben, wenn die Lösung überhaupt möglich sein soll. 

Die ähnliehe Aufgabe: Gegeben die zweite Projektion M" eines 
Punktes der Fläche, gesucht die erste, würde sieh in ganz analoger 
Weise lösen lassen, wenn die zweite Projektion der Basis A" ge- 
zeichnet vorliegt; nun kann man A" aus A' herleiten, aber man kann 
die Zeichnung von A" vermeiden, wenn man in folgender Weise ver- 
fährt: Wir ziehen F"-M"; dann ist Y"M"^g" die zweite Projektion 
einer Erzeugenden g, die A in einem Punkte P trifft, h sei nun die- 
jenige Gerade der Ebene x von A die sieh in Y" M" projiziert, dann 
ist }i'= Y"M". Wir bestimmen ?t' (s. Fig. 101). Offenbar enthält Ä 
den Punkt P, also dürfen wir ab P' einen der Schnitte von Ä' mit A' 
nehmen, und die Gerade, die P' mit Y' verbindet, kann als eine der 
Geraden g angesehen werden, g wird dann von der Ordinate des ge- 
gebenen Punktes M" in dem gesuchten Punkte M' geschnitten. 

WiU man eine Zylinder fläche nach der Mongesehen Methode dar- 
stellen, so kann man außer der ei-sten Projektion J der Basis und der 
Ebene t derselben noch eine Gerade r angeben die zu allen Erzeugen- 
den parallel ist. Die an der vorigen Figur ausgeführten Konstruktionen 
sind auch hier anwendbar, wenn man beachtet, daß 7' der unendlich ferne 
r Bestimmung ist die VeraUgemeinerving der Beftinimung 
len Punkt und die ÄfEnitätsachse (Nr, 16). 
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Punkt Ton /, V" der yoe r" ist; der Leaer möge sie zu seiner "Übung 
unter dieser Annahme wiederholen. — Besonders einfach wird die 
Darstellung, wenn die Erzeugenden senkrecht zu einer Projektions- 
ebene sind, dann projizieren sie sieh in dieser als Punkte, in der anderen 
als zur Achse senkrechte Geraden; es genügt dann eine der Spuren 
in den Projektionsebenen zur vollständigen Bestimmung der Fläche. 
Zur tibnng: I. Die Vereinfachungen zu lieatimmen, welche obigen Konstruk- 
tionen erfahren, wenn die Kegel- oder Zjlinderflüolie durch ihre Spur in der zweiten 
Halhierunga ebene gegeben iat. — U. Einen Kreiskegel darzustellen in Grund und 
A fr'ß wenn gegeben ''ind der Seheitel V die Baaisebene i und der Grundkreis- 
rad uB [Der Mittelpunkt f der Bas i st der Fnßpnnkt des von V auf r ge- 
fällten Lotes man lege r n d e ji m fluehe (0); der mit r um (C) beschriebene 
Kre B 1 efert J) h er üb findet man J uaw.]. — III. Die Kegelfläche darzu- 
stellen d 6 gebildet w rd on allen durch e en Punkt V gehenden Geraden die 
mt emer testen e>e filk durch T gehenden Geraden a denselben Winkel a 
b Iden oder i e Bnrelopi e aller Ebenen d e durch V gehen und mit einer festen 
El ene f e nen gegebenen W nkel ß b Ideo [Als Basis wähle man den Kreis in 

elchem ler Kegel von e ner zu a senkrechten E>ene i gesthn tten w rd ] — 
IT E nen gerade Kre szyl nder da z stellen von dem man \ e \chse dm Höhe 

nd den M ttelpunbt nd Rad s des &r ndlreisea kennt [Man nehme e ne l m 
legung Tor ihnhch wie m II] ^ 1. D e ZjlmleiflaL.he darzustellen deren Er 
Kengende von einer gegebenen Geraden e nen get,el enen Abstan 1 hal en und der 
selben parallel Bind [Als BasiB nehme n an einen zur Achse senkrechten Schnitt ] 
— VI. Eine Kegel (oder Zylinder )Flache larzustellen \on der man außer lern 
Scheitel (oder der Richtung der Erzeugenden) eine nicht ebene Leitlinie kennt w e 
muß man die Konstruktionen modifizieren die in dieser Nr dargeBtellt wu den / 

364. Um eine Kegelfläche in Zentialprojektion dirzubtellen, kann 
man ihren Scheitel F= ( V, TT) oder = ( V, W) geben sowie ihre Basis 
z/ als {z/', ti). Will man die einzelnen Erzeugen- 
den erhalten, z.B. die durch den Punkt P' vonz/' 
gehende, so kann man folgendermaßen verfahren 
(Fig. 102). Sie ist die Verbindungslinie g der 
beiden Punkte P und V; nennt man 
nun T , I' die DarsteUungselemente 
von g, so kann man diese nach dem in 
Nr. öty dargestellten Verfahren ermit- 
teln als Verbindungslinie der Punkte 
7e3 (7; Tl") und :2^{ß', W): wir 
suchen daher zunächst den Punkt N, in 
dem die Gerade [W] die Ebene {ti'] 
schneidet, und bestimmen die Darstel- 
ungselemente TJ^J^ der Geraden iVP; 
alsdann sind die Geraden TU und TJ^ 
einander parallel und schneiden VF' 
gesuchten Punkten T^, I^. Man beachte, daß 
der Punkt N derselbe für alle Punkte von z/ 
ist, ist dieser daher ein für alle Mal konstruiert, ao erfordert die Aof- 
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finduag von T^, I^ nur daa Ziehen voa vier Geraden. Variiert man 
den Punkt P' auf V', so beschreiben die Punkte T^ und J^ zwei Kurven 
T und Y', von denen die erstere die Spur der Fläche mit der Bildebene 
ist, die andere die Projektion der unendlich fernen Linie der Fläche 
auf die Bildebene, die sogenannte Fluchtlinie des Kegels ist. Gemäß 
den Bemerkungen in Nr. 251 sind die Kurven T und J' homologisch 
zueinander mit V als Zentrum, i als Achse, während J' und Y' sich in 
einer Homologie entsprechen, deren Achse %, deren Zentrum wieder Y' ist. 

Aus der angeführten Konstruktion ergibt sich auch sogleich ein 
Verfahren, die Darstellung eines Punktes der Fläche zu vervollständigen, 
von dem mitn nur das Bild M' kennt; man hat nur zu berücksichtigen, 
daß M einer der Erzeugenden angehört, die sieh in Y' M' projizieren. 

Die Konstruktionen vereinfachen sieh in bemerkenswerter Weise, 
wenn man als Basiskurve die Spurlinie T der Kegelfläche in der Bild- 
ebene nimmt; alsdann ist irgend ein Punkt J'p von T die Spur einer 
Erzeugenden, deren Projektion VT ist, und deren Fluchtpunkt man 
erhält, indem man beachtet, daß die Geraden TT^ und V J^ einander 
parallel sein müssen. 

Dieselben Konstruktionen sind im wesentlichen auch anwendbar 
für Zylinderflächen, wenn diese durch ihre Basis und den gemein- 
samen Fluchtpunkt ihrer Erzeugenden bestimmt sind. 

Zur Übung: I. In Zeatralprojektion eine Kegelfl'acke darzustellen, deren 
Scheitel in der vorderen Parallelebene liegt. — II. Desgleicten eine elliptische 
Zjlinderfiäche, deren Erzeagende sowohl als auoli die große Achse der Basis zur 
Bildebene parallel sind. — III. Die in der vorigen Nr. gestellten Aufgaben in 
Zentralp rojektion zu lösen, — IV. Nach der Methode der kotierten Ebenen 
die Erzeugenden einer Kegel- (bzw. Zyliiider-)Fläclie darzustellen, die als Basis 
einen zur Grundebene parallelen Kreis von gegebenen Zentrum und Eadius hat, 
derea Scheitel (bzw. Richtnng der Erzeugenden) angegeben ist. [Man zeichne so- 
wohl die Erzeugenden als die Niveaulinien.] 

% 3. Anwendungen der graphischen Darstellung. 
255. Aufgabe I. Die Bepührungsebeiie an eine Kegel- oder 
Zylinderfläche iu eiiieni Paukte oder längs der eutspreelienden Ei"- 
zeugeudeu zu koustruieren. 

Auflosung: Der Kegel sei in Orthogonalprojektion durch seinen 
Scheitel F=i(7', F") und seine Basis J^{^\t^Q bestimmt (vgh 
hierzu die Fig. 101 auf S. 193). Sei M der gegebene Punkt, und 
g ^{g',g"') die entsprechende Erzeugende. Die gesuchte Ebene geht 
durch die (schon vollständig dargestellte) Gerade (), ferner durch die 
Tangente t an die Basis z/ in P, dem Schnitte von g mit z/. Der 
Grundriß t' ist die in P' an J' gezogene Tangente und ihre erste Spur 
2", =('(j. Hieraus ergibt sich T" auf «,3, das mit P" verbunden /" 
liefert. Die gesuchte Ebene ist dann die durch die beiden Geraden g 
und t gehende; ihre Spuren lassen sich dann leicht finden. 
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Diese Konstruktionen bleiben natürlich im wesentlieben unver- 
ändert, werden aber einfacher und symmetrischer, wenn die betrachtete 
Fläche durch ihre Spur in der zweiten Halbierungeebene oder eine 
nicht ebene Leitlinie bestimmt ist, oder wenn sie zylindrisch ist; den 
Nachweis überlassen wir dem Leser. 

Dasselbe Verfahren läßt sich auch bei der Zentralp rojettion an- 
wenden. Die bezüglichen Konstruktionen sind in Fig. 102, S. 195 aus- 
geführt; das Resultat ist die durch die gestrichelten Linien dargestellte 
Ebene [t^ i^']. 

Aufgabe II. Die Schnittpunkte einer Geraden mit einer Kegel- 
odep Zylinderfläclie zu bestimmen. 

Auflösung: In Orthogonalprojektion seien die Daten: r ^ (/, r") 
die Gerade; V ^(V'^T") die Spitze, und /l^{^',t^t^) die Basis des 
Kegels. Wir konstruieren zunächst 
die Ebene 6 = [Si,Sg], die durch r 




und Fgeht (e. Fig. 103), denn in dieser müssen die gesuchten Punkte 
liegen und zwar auf den in 6 liegenden Erzeugenden. Nun kon- 
struieren wir die Schnittlinie w der beiden Ebenen 6 und x = [ifj,^^]; 
es genügt eine ihrer Projektionen, etwa u'. Letztere schneidet z/' in 
den Punkten P/, P/ . . .; dann sind F'P/, V"F^" .. . die ersten Pro- 
jektionen derjenigen Erzeugenden des Kegels, die in der Ebene Vr 
liegen. Demnach liefern die Punkte, in denen sie r treffen, den Grund- 
riß Xi', X,'... der gesuchten Punkte, während die Schnitte von r" 
mit den zugehörigen Ordinaten den Aufriß liefern. — Diese Kon- 
struktion bietet sich unter einer symmetrischen und eleganten Form dar, 
wenn die Kegelfläche durch ihre Spuren in der zweiten Halbierungs- 
ebene bestimmt ist (Fig. 104); in diesem Falle ist die Ebene e durch 
die Gerade r und die durch Fzu r gezogene Parallele bestimmt, während 
die Projektionen der Geraden ex mit der Verbindungslinie der Punkte 
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■pr und 'p"r" Busammenfalleu. Sind M, N . . . die Durchsehnifctspnnkte 
dieser Geraden mit der Kurve z/'= z/", so sind die Punkte X'= VM ■ r 
und 'K."=V"Mr" die Projektionen eines der gesuchten Punkte; älm- 
lieherweise findet man die anderen. Als Kontrolle dient, daß die Ge- 
raden X' X", y V" parallel sein miissen. Man beachte, daß diese Kon- 
struktion von der Grundlinie unabhängig ist; daher hat man sie in 
Fig. 104 nicht einmal gezeichnet. 

Da der Grundgedanke dieser Lösung unabhängig von der Dar- 
steliungsmethode ist, so läßt er sich z. B. auch für die Zentralpro» 
jektion verwenden, und wir überlassen es dem Loser, die betreffende 
Figur zu zeichnen. 

Auch wenn es sich um eine Zylinderfläche handelt, ist derselbe 
Gedanke anwendbar. Um dies zu zeigen möge die Zylinderftäehe durch 
, ihre Basis ^ = (^', ti') und den gemein- 

samen Fluchtpunkt If,' ihrer Erzeugenden dar- 
gestellt sein. Sollen nun die Schnitte mit der 
Geraden TJ' (s. die Fig. lOÖ) gesucht werden, 
so legen wir durch diese Gerade die zu den 
Erzeugenden parallele Ebene; ihre Flucht ge- 
rade ist i^'^I'Ig', ihre Spurlinie die durch 
T zu i^ gezogene Parallele t^. Wir bestimmen 
nun die Gerade T^I^', in der sich die beiden 
Ebenen [ti'] und [t^'i^"] schneiden. Verbinden 
wir nun die Punkte, P^', P^' . . ., in denen 
jfj /-[' der Basisprojektion z7' begegnet, mit /(,' 
so schneiden diese Verbindungslinien die Ge- 
rade yj' in den Projektionen X^', X^' . . . der 
gesuchten Punkte. 

Anmerkung. Falls die betrachtete Fläche 
durch eine Leitlinie doppelter Krümmung be- 
stimmt ist, führt die Aufgabe II auf die Auf- 
suchung der Punkte, in denen eine Raumkurve von einer Ebene ge- 
schnitten wird (Nr. 210). Da diese erhebliche "graphische Schwierig- 
keiten darbietet, so erklärt sich die von uns gewählte übliche Angabe 
der Daten, 

256. Aufgabe, III. Von einem Punkte au eine Kegel- oder 
Zylinderfläche die Berülirungsel)enen zu Ipgpn. 

Auflösung: Der Kegel sei in Orthogonalprojektion ebenso wie 
vorhin bestimmt, der Punkt sei M^ (W, M") (s. Fig. 106). Die Tan- 
gentialebenen gehen außer durch M auch durch die Spitze des Kegels, 
sie enthalten also alle die Gerade v = VM. Wir bestimmen deren 
Schnitt JV" mit der Basisebene [^,^1]; von J?" ziehen wir an z/ die Tan- 
genten ATjjiTg..,. Diese haben nun zu ersten Projektionen die von N' 
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an A' gezogenen Tangenten; die zweiten ergeben sied darans, daß die 
Geraden in der Ebene [i^, ^] liegen müssen. Aisdana bestimmt jede der 
Geraden x^,x^,... zugleich mit v eine 
der gesuchten Ebenen, 

Zur L'biiug: Wie gestaltet sich 
diese Konstraktion im Falle, daß man als 
Basis der Kegelfläehe seine Spür in der 
zweiten Halbiemngaebene wählt? 

Auch die Idee dieser Lösung läßt 
sich, da sie unabhängig von der Dar- 
steUungsmethode ist, auf die Zentral- 
projektion und die Methode der ko- 
tierten Ebenen anwenden. Wir über- 
lassen es dem Leser die entsprechende 
Figur zu zeichnen. In dem Falle, daß 
der Punkt M. mit dem Projektious- 
zentram zusammenfällt, erhält man 
so den scheinbaren Umriß der Fläche, 
gebildet aus der Projektion der Basis 
und den von M.' an diese gezogenen 
Tangenten. — Dieselbe Idee läßt sich 
gleichfalls verwenden, wenn es sich 
um eine Zylinderfläche handelt. Um dies zu zeigen, wollen wir bei An- 
wendung von Zentralprojektion die Tangentialebenen konstruieren, die 
von dem Punkte M^{T1', W) an den Zylinder / 

gehen, der durch seine Basis A ^ i^, ti') und / / 

darch den gemeinsamen Fluchtpunkt // seiner 
Erzeugenden bestimmt ist (s. Fig. 107). Wir be- 
stimmen zunächst die Spur Tg der durch M p 
allel zu den Erzeugenden gehenden 
Geraden v, alsdann den Punkt IN ^ 
(Tolg, NJ, in dem v die Ebene [ti-] 
trifft. Die von JV an z/ gezogenen 
Tangenten x^, x^ . . . haben die von 
If a.n A" gezogenen Tangenten zu 
Projektionen, und ihre anderen Dar- 
steUungselemente ergeben sieh da- 
raus, daß sie alle in der Ebene [t i'J 
liegen. Setzen wir nun Xf. = (T^ 7/), 
so sind t^—TgT^ und i^' = J^I^' 
(£=1,2,3...) die Darstellungs- 
elemente der gesuchten Ebenen. '"^^ "■"■ 

Die angefahrte Lösung erfordert keine wesentlichen Änderungen, 
wenn der Punkt M sich im Unendlichen befindet, und zwaa- in einer 
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gegebenen Richtung. Die Aufgabe besteht dann darin „die Berährungs- 
ebenen einer Kegelfläehe in einer gegebenen Richtung zu ermitteln". 
Benutzt man Orthogonalprojektion, so ist der Fall besonders inter- 
essant, daß diese Richtung senkrecht zu einer Bildebene ist; als- 
dann bilden die Spuren dieser Ebenen die Projektion des scheinbaren 
Umrisses der Fläche. Diese Spuren sind die von V bzw. V" an ^' 
bzw. £J" gezogenen Tangenten; ist nun ^ vollständig gezeichnet, so 
erhält man' die ersten Spuren sogleich, die zweiten können erhalten 
werden, auch ohne daß die Projektion ^" der Basis gezeichnet wird, 
und zwar bo: Wir fällen von V das Lot aut die Aufiißebene und be- 
stimmen dessen Schnitt W mit dar Ebene r ^ [t^ t^] { b hierzu die 
vorige Fig. 106). W" fällt offenbar mit T zusammen und II kinn 
nach einem bekannten Verfahien (_Ni 24) gefunden werden Nun 
projizieren sich die von ^^ an die EaMS J ve^ogenen langenten im 
Aufiiß m die Geraden, die den zweiten schein 
baien Umriß dei i lache in der Aufrißebet e bii 
den im Grundiiß projizieren sich die Tangenten 
in die von Tt" an i/ gezogenen Tang nten if^ , 
y^ ''ind diese gezeichnet so ergeben sich 

daraus i/^ , y^ leicht, ui d dimit h it man die 
Spuren dei zui Aufiißebene seukreiliten Be 
!■ üb 1 Uli gs ebenen des Kegels 

Die angeführten Konstruktionen vereinfachen 
sich sehr, wenn man als Basis der Kegelflache 
die Spur J in der Gi-undrißebene nimmt. W 
ist dann der unendlich ferne Punkt der zur Achse 
»ja senkrechten Richtung, daher sind y^', y^ . ■ ■ 
die zu «]j senkrechten Tangenten von ^; die 
Punkte, in denen sie dieajg schneiden, liefern ver- 
bunden mit V" = W" und der zwischen ihnen 
liegenden Strecke der Achse den zweiten schein- 
baren Umriß des Kegels. S. Fig. 10,-. 
Aumerknng. Im Falle die Fläche durch eine nicht ebene Direktrix 
bestimmt ist, führt die Aufgabe III auf die nicht leichte Ermittlung 
der Ebenen, die durch die Gerade VM gehen und eine Raumkurve 
berühren (oder, was dasselbe ist, solcher Tangenten derselben, die jene 
Gerade treffen; vgl. Nr. 211). 

257. Aufgabe IV. Den Schnitt einer Kegel- oder Zylindei-fläche 
mit einer Ebene zu bestimmen. 

Auflösung: Die gesuchte Kurve ist der geometrische Ort der 
Punkte, in denen die gegebene Ebene von den Erzeugenden der Fläche 
geschnitten wird, somit laßt sich die gestellte Aufgabe durch wieder- 
holte Anwendung einer Fund amental aufgäbe der Lage lösen. Das Ver- 
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fahren läßt sieh jedoch vereinfachen durch folgende Bemerkungen, hei 
denen wir jedoch zweckmäßig den Fall, daß der Scheitel in endlicher 
Entfernung liegt von dem anderen auseinander halten. 

a) Kegelflächen. Der in Orthogonalprojektion dargestellte Kegel 



^ = {^',i,Q, und ö = [s^,S3] 




habe die Spitze V^{V', V"), die 
sei die Ebene deren Schnitt i' wir 
Buchen {s. Fig. 109). Wir wissen aus 
Nr. 251, daß sich die Kurven z/" 
und i" in einer Honaologie ent- 
sprechen mit dem Zentrum V und 
der Achse /, welche die Projektion 
der Schnittlinie s der beiden Ebenen 
ö und T = [(^j i^ ist. Um jene Kor- 
respondenz vollständig zu bestim- 
men, genügt die direkte Konstruk- 
tion eines Paares entsprechender 
Punkte, z. B. der ersten Projektion 
der beiden Punkte S und D in 
denen 6 und r von emer behebiaen 
durch Kgebenden Geladen getroffen 
werden. Als solche können wii sehr 
wohl das von V auf die Aufuß 
ebene gefällte Lot nehmen nimlith dann tallen S" und D" mit V" 
zusammen, und S' und D können m bekannter Weise (b. Nr. 24) ge- 
funden werden. Andererseits lißt sith die'se Homologie folgendermaßen 
bestimmen: Wir beathten diß die unenllich fernen Punkte der Grund- 
ebene die Projektionen der unendlub lernen Punkte von t sind, und 
daß diesen die Punkte der Geraden^ entspiechen in der e von der Ebene 
[Mi,Ma] geschnitten wild, die durrh T parallel zu t gelegt wird. Hieraus 
folgt, daß in der zwischen /l und 2 tuftretenden Homologie der un- 
endlich fernen Goraden dei ersteren die Punkte der Geraden j' ent- 
sprechen. Diese ist demn<iLh eine der Fluchtgeraden und vervollständigt 
somit die Bestimmung der besagten Homologie Die andere Flucht- 
gerade ist ji', die Projektion der Schnittlinie der Ebene i mit der Ebene 
L^'i'^sIj "^i^ durch I parallel zu e gelegt ist Nachdem man so diese 
Homologie fest gelegt hat (s, Fig. 109), ergibt sich die Herleitung von 
2' aus J' nach dem Verfahren, das uns die projektive Geometrie lehrt, 
2;" erhält man dann aus i", indem man die Affinität dieser beiden 
Figuren benutzt, deren Achse die Affinitätsachse a'^a' der Ebene ö 
ist (vgl, Nr. 15 u. n). — Die Tangenten von H' sind die Geraden, die 
den Tangenten von A' in der Homologie entsprechen, insbesonders ent- 
sprechen ihre Asymptoten den Tangenten von A' in den Schnittpunkten 
mit j,'. — 

In ähnlicher Weise kann man verfahren, wenn man sich der Zentral- 
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Projektion bedient. Die Data seieu hier V^{TJ',V'), zl ^{/}',ti) 
und ff = pu»o'] (i^ig- 110)- A-uch hier entsprechen sich H' imd J' in 
einer Homologie mit dem Zentrum V und der Achse s, welches die 
Projektion der Schnittlinie der Ebenen t s [ii'] und e^\t^i^~\ ist. 
Um diese Korrespondenz vollständig zu bestinamen, genügt die Auffin- 
dung der Projektionen der Punkte D und S, in denen eine beliebige 
durch V gehende Gferade 6 und r triflft. Als solche können wij- oifen- 
bar auch die Gerade {TT) nehmen; sind D' und S' vermittels der 
Hilfsebene {t^i^^ gefunden, so kann 

man nach einem Verfahren der pro- /V«; 

jektiven Geometrie die Aufgabe zu 
Ende führen. 




b) Zylimlerflächen. Sind die Erzeugenden senkrecht zu einer der 
Projektionsebenen (z, B, zur ersten) und ist ^ die Basis, S die Schnitt- 
kurve, so fällt S' mit ^ zusammen, und Zi" ^ßt sich finden, indem 
man beachtet, daß S der gegebenen Ebene angehört (Nr. 17). — Um 
im allgemeinen Falle die Schnittlinie S des Zylinders, dessen Basis 
^ ^ (^', t^ t^) ist, und dessen Erzengende parallel der Geraden g ^ ig', ^') 
sind, mit der Ebene a ^ [s^, Sj] zu finden (s, Pig. 111), beachten wir, 
daß /i' und H' sich in einer Affinität entsprechen, deren Achse die 
Projektion s' der Schnittlinie s der beiden Ebenen 6 und t ^ [^ , tj^. Zur 
vollständigen Bestimmung dieser Affinität ist nur noch ein Punktepaar 
erforderlich, etwa die Projektionen 8' und Z)' der beiden Punkte S^Gg 
und D^tg. Hat mau nun 2' gefunden, ergibt sich 2^" leicht aus der 
Affinität zwischen I]' und S". 

Wir überlassen es dem Leser, sieh davon zu überzeugen daß bei 
Anwendung der Zentralprojektion die unter a) für die Kegelilächen an- 
gewendete Konstruktion auch auf Zylinderüächen anwendbar ist. 

Zur tlbung: I. Die Schnitte eines paialjolisehen geraden Zylinders mit 
einer gegebenen Geraden au beBtimmen. — II. Wie gestaltet sich die Lösung der 
IV. Äufg. wenn die Direktii!; der Fläche nicht eben ist? — 
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258. Die soeben gelöste Aufgabe läßt in gewissem Sinne eine 
Umkehrung zu, nämlich dahin, daß man nach solchen Ebenen fragt, 
die die Kegel- oder Zylinderfiäche in Kurven von verlangten Kigen- 
schaflen schneiden. Als Beispiel möge hier behandelt werden folgende 

Aufftabe V. Gegeben eine Kegelfläche in Zentpalpi'ojektio« durch 

ihre Spitze F=(2'/',F')niid ihre Basis, den Kegelschnitt r=(r',<i'): 
gesucht eine Ebene, die ihn in einer Kurve sehneidet, die sich auf 
die Bildebene in einen Kreis /\' projiziert. 

Auflösung: Wir ziehen von V an F' die beiden Tangenten a 
und b (s. die Figur 112); sie bilden den scheinbaren Umriß des 
Kegels, daher muß jede Kurve auf der Kegeliläche sich in eine Linie 




projizieren, die a und b berührt. Wir behaupten nun, daß ein (be- 
liebiger) Kreis Ti' der a und * berührt und in demselben Winkelraum 
wie r" liegt, die Projektion einer der oo^ gesuchten Schnitte ist. Zum 
Beweise bestimmen wir auch die Ebene dieses Schnittes. Durch V 
ziehen wir zu dorn Zwecke zwei beliebige Geraden p, q, die F' und F,' 
sehneiden in A', B', C, IX und A^' B^' C{' D^'. A'C und A^'C^' mögen 
sich in P, B' D' nud B^l)^ in ^ achneiden; wir ziehen nun die Ge- 
rade P^ = s'. Dann entsprechen sich die beiden Kegelschnitte / ' und 
r/ in einer Homologie, deren Zentrum Y' und deren Äche s' ist, 
AI A^,. . .iyi)( sind Paare entsprechender Punkte. Daher entspricht 
auch dem Punkte W=A:G'-B']y der Punkt M( = A( C^ ■ B( B^ 
und demnach liegen M' und M( mit V in gerader Linie. Wir be- 
trachten nun s' als die Projektion einer Geraden s der Ebene [(*-], deren 
Darstellungselemente ^j und /,' sein mögen. Nun ist M' die Projek- 
tion eines Punktes M der voHatändig bestimmt ist; demnach ist auch 
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die Gerade VM bekannt. JM"/ kann als Projektion eines Punktes ilf, 
angesehen werden, der ebenl'alls völlig bestimmt ist. M^ und s be- 
stimmeii nun die Ebene deren Darstellung selemente wir suchen. Zu 
dem Zwecke konstruieren wir die durch M und die Gerade (2"/'} be- 
stimmte Ebene (indem wir zunächst M als auf SD gelegen ansehen, 
dessen DarsteUungselemente T^ und l^' sind): sie sei ^ [^i*V]' ^'^ ^^*'" 
hält offenbar die Gerade V3I und also auch den Punkt J/, ; wir schreiben 
also Mi = (tj_i/, M^'); sind T^, I^^' die Schnitte der Geraden B^J)^ mit 
tjfii, so können wir auch schreiben M^^^{T^I<^,M-^), und folglich 
hat die Ebene Ms als Darstellungselemente t^^ T^T^ und *^'= I( I^; 
zur Kontrolle diene, daß diese beiden Geraden parallel sein müssen. 

Um 7.U zeigen, daß die Ebene [(^f^'] den gegebenen Kegel in einer 
Kurve sehneidet, deren Projektion der Kreis Fj' ist, beachten wir, daß 
r^ dem r" in einer Homologie entsprechen muß, deren Zentrum F'; 
die Achse muß die Projektion der Geraden sein, in der sich die Ebenen 
[(i'] und [ij»,,'] schneiden, d, i. s', und entsprechende Punkte sind M' 
und M^, also ist dieser Kegelschnitt der Kreis jfj'. 

Man beachte, daß in der Wahl der Bezeichnung der Schnitte von 
p und q eine gewisse Willkür herrscht und somit auch in der Art, 
wie die beiden Kni-veu r" und Fj' aufeinander bezogen werden; M' 
und M^ können demnach zwei verschiedene Lagen annehmen. Hieraus 
folgt, daß Fj' (ebenso wie jeder andere homolog beschriebene Kreis) 
die Projektion zweier ebener Schnitte des Kegels ist. 

Zur Uliniig ! Dieselbe Aufgabe für einen Zjlinder zweiter Ordnung zu löse.i. 

259. Aufgabe VI. Die Schnittlinie zweier Kegel- oder Zyliiidep- 
Fläclien zu bestimmen. 

Auflösung: Haben die beiden Kegel eine gemeinsame Spitze, so 
besteht der Schnitt aus einer gewissen Zahl von Erzeugenden. Um 
diese zu finden, legen wir durch die beiden Kegel eine beliebige Ebene 
und bestimmen deren Schnittkurven mit den Kegeln; die beiden Kurven 
gemeinsamen Punkte geben mit der Spitze verbunden den gesuchten 
Schnitt, 

Anwendungen: I. Um die Selinittpunkte einer Kegel- (oder Zy- 
linder-) Fläche mit einer Kurve r zu linden, projiziere man diese vom 
Seheitel V aus und suche diejenigen Erzeugenden, die die Kegelfläehe 
mit der projizierenden Fläche gemeinsam hat, diese schneiden die Kurve 
in den gesuchten Punkten. II. Die Auffindung der gemeinsamen Tan- 
gentialebenen zweier konzentrischer Kegel lüßt sich in ähnlicher Weise, 
wie die der gemeinsamen Tangenten zweier ebenen Kurven bewerk- 



Znr Übung; Man bestimme diejenigen ErKeugenden oder Tangentialebenen 
eines Kegels, der durcli seine Spitze und eine Spurlinie gegeben ist, die mit einei 
Projektions- (oder einer beliebigen) Ebene einen gegebenen Winkel bilden. 
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Um nun die allgemeine Aufgabe VI zu löeeii, nennen wir die 
Scheitel der beiden Kegel F, und V^, und, indem wir die allgemeinen Be- 
merkungen in Nr. 235 beachten, gebneiden wir beide Flächen mit einem 
Ebenenbüschel, dessen Achse wir zweckmäßig mit FjFj zusammen- 
fallen lassen; dann wird jede seiner Ebenen die beiden Mächen längs 
einer Gruppe von Erzeugenden schneiden, und die Punkte, in denen 
die Erzeugenden der einen Gruppe die der anderen treffen, gehören 
der gesuchten Schnittlinie an. 

Soll die Konstruktion in Orthogonalprojektion ausgeführt werden, 
so wird man zweckmäßig als Basis der beiden Flächen ihre Schnitt- 
linien ^^ und ^2 in der Grundrißebene wählen, welche ij" 
Annahme der Allgemeinheit der Betrachtung keinen 
Eintrag tut (vgl. Nr. 253). Wir bestimmen nun (s. die 
Figur 113) den ersten Spurpunkt T^ der Geraden 
FjFj nnd ziehen durch ihn im Grundriß die beliebige 
Gerade (j; diese ist dann die erste Spur- 
linie einer der Ebenen t jenes Büscheis. 
Schneidet nun t^ z/^ in P^, Q^ . . ., ^^ in 
Pg, Ös ..., so bilden die Geraden V^P^, 
yiQi_ ■ ■ . den Schnitt Yon t mit der 
ersten Fläche, V^F^, Y^Q^_ ■ ■ ■ den mit 
der zweiten. V^F^, V^Q^ ... V^ P^, 
Fg' Q^ . . . sind nun die ersten Projek- 
tionen dieser Geraden; die zweiten be- 
stimmt man, indem man F," mit Pj", 
ft".., und F/ mit P;\ (?/'..., welch 
letztere Punkte auf der Achse liegen, 
verbindet. Die Schnittpunkte X, Y,... 
der Geraden V^P^, Fj$, . . . mit den Geraden V^P.,, 
^a 62 ■ ■ ■ gehören der gesuchten Schnittlinie Z au, und ^x 
lassen sich sogleich dai-stellen. Lassen wir nun t^ um \ / 
T; sich drehen, so erhalten wir weitere Punkte von 2. '•"• 
Die Ebenen, die die Kegel in X, Y, . . . berühren, Fg. 11s. 
schneiden sich in der Tangente an Sin X. — Man beachte, daß in der 
Konstruktion von S' außer den Kurven J^ und z/^ nur die F,', F^' 
nnd T^ zur Verwendung kommen; bleiben diese fest, so ändert sich 
S' nicht. Wir haben demnach den Satz: Bewegen sicll die Spitzen 
zweier KegelHMchen auf zwei zn einer Ebene 6 senkrechten fteraden, 
derart daß der Sclinitt der Verbindungslinie mit € fest bleibt, so 
durchläuft die Sehnittliuie der beiden Flächen einen zu € senk- 
rechten Zylinder. 

Reelle Punkte von 2? erhalten wir nur solange t^ beide Kurven z/j , g}^ 
schneidet; gibt es keine einzige derartige Gerade, so ist S völlig 
imaginär, bzw. es schneiden sich auch die beiden Flächen nicht. Andern- 
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falls jedoch kann S (ebenfalls seine Pi-ojektionen) aus naehreren ge- 
trennten Zweigen bestehen; dies trifft zu, wenn eine der Flächen in 
die andere eintritt und wieder herauskommt. 

Besonders wichtig ist die Aufsuchung der unendlich fernen Punkte 
von Z. Um diese zu finden, beachten wir, daß durch einen jeden dieser 
Punkte eine Erzeugende des einen und eine des anderen Kegels geht; 
umgekehrt jeder Punkt des Eaumes, durch den von jedem Kegel eine 
Erzeugende hindurchgeht, ist ein Punkt von 2:. Somit stammt jeder 
unendlich ferne Punkt Ton 2 von einem Paar zu einander paralleler 
Erzeugenden her; also läuft unsere Untersuchung darauf hinaus, Paare 
solcher paralleler Erzeugenden der beiden Kegel aufzufinden. Wir 
ziehen zu dem Zwecke durch die Spitze V^ die Parallelen zu den Er- 
zeugenden des zweiten Kegels: dadurch entsteht em dritter Kegel mit 
der Spitze F, in welchem jede Erzeugende, einem Paar paralleler Er- 
zengenden der beiden ersten Kegel entspncht Konstruieren wir nun 
die Spurlinie z/3 jenes Kegels in der Grundebenc und bestimmen deren 
Schnittpunkte 1^, J^ . . . mit z/j, so sind die unendlich fernen Punkte 
der Erzeugenden V^I,^, V^I^ die gesuchten 

Die Konstruktion von J^ wird eileichtei-t wenn man berück- 
sichtigt, daß der erste und der dritte Kegel da ihie Erzeugenden ein- 
ander parallel laufen, die Kurve im UnendliLhen gemeinsam haben; 
^2 und ^3 sind somit pei-spektiv zu diesei ganz im Unendlichen ge- 
legenen Kurve, entsprechen sich somit in emei Homologie, die als 
Zentrum den Spurpunkt T-^ der Geraden T ^ T ^ hat und als Achse die 
unendlich ferne Gerade. Es handelt sich ilso um eine Homotheiie 
mit dem Zentrum 1\ und dem Ähnlichkeit s Verhältnis ^ V ^ T V~' 
Ist demnach M^ ein Punkt von z/g, und ziehen wir 1\M^ und T/J/g, 
so trifft die durch Y^ zu V^ M^ gezogene Parallele 1\M^ in einem 
Punkte M^ von z/3 (a. die Fig. 113). Lassen wir M^ die Kurve z/^ durch- 
laufen, so beschreibt Mg die z/3. 

Die angeführte Konstruktion für Punkte der Schnittlinie zweier 
Kegel foder Zylinder )flächen ist im wesentlichen auch bei Zentral- 
jroiektion anwendbai, als Basis der heiden Piachen nimmt man dann 
Otters ilire bpurlinien m dei Bildebene 

Zur Übung. I. Den Schnitt zweier kegei 2*«' Ordnmg mit verschiedener 
Spitze zn beBtiraraen wenn die-e sich langa einer Geraden 1 eruhren Man ^eige 
daß der Reataehnitt eiu Kegelacbmtt ist — II. In /entralprojektion den übrig 
bleibenden SL,hiiitt zweier Keg.'l zu beatunrntn wenn diese zwei gegebene Punkte 
als Spitzen und -ü." gemeinsame Basis einen Kegelsthnitt r^ffi r") haben — 
III. Den Ort dei I unkte zu knn&truieren die von z^ ei gegebenen Geraden gleii-hen 
Abstand haben (*gl Nr 2aA Ül ung V) Daraus die Punkte abzuleiten die von 
drei gegebenen Geraden denselben Abstand haben. — IV. Die kubisclie Eaum- 
kurve zu zeichnen, in der eich zwei Kegel zweiter Ordnung schneiden, die außer- 
dem noch eine Erzeugende gemeinsam haben. — V. In Orthogonalpvojektion die 
Raumkurve 4. 0. darzustellen, in der zwei Kegel 2. 0. sich schneiden, — VI. 
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Zwei gerade Kreiszy linder, deren Achsen zwei aufeinander senirecht stehende 
und sich treffende Geraden sind, achneiden sich in einer Kurve, die als Cycloim- 
ber') bezeiolinet wird; diese zu zeiolinen unter der Voraus seteung, daß die Achsen 
senkrecht zu den Projektion aehenen seien, — VII. Die Methode der kotierten 
Ebenen auf die Darstelinng von Kegel- (oder Zylinder-) fiächon anzuwenden, so- 
wie auf die Lösung der obigen Probleme, — VIH. Die Schaittkutve zweier Kegel- 
oder Zylinderflächen zu konstruieren unter der Annahme, dal3 diese durch ihre 
Spitze und ihre Spur in der zweiten Halbierungsebene gegeben seien. 

Bemerkungen: I, Die dargelegten Konstruktionen der Schnitt- 
kurve zweier Kegel- oder Zylinder flächen bleibt im Grunde bestehen, 
wenn die Basen F, ^ derselben in verschiedenen Ebenen y, d sich 
befinden. Um dies Harzulegen, nennen wir C und D die Durch- 
schnittspunkte der Geraden CJF resp. mit y und d, und Ä einen be- 
liebigen Punkt der Geraden yd. Ist 31 (oder N) ein Punkt, in dem 
die Gerade CA (od. J)Ä) die Kurve F (od. z/) schneidet, so sind UM 
und VN komplanare Erzeugende der gegebenen Flächen; ihr Schnitt- 
punkt X gehört ^ an. Läßt man nun A die Gerade yd durchlaufen, 
so wird U punktweise beschrieben. Es möge dem Leser überlassen 
bleiben, diesen Begriff auf die bekannten Methoden der darstellenden 
Geometrie anzuwenden. 

II. Die Aufgabe, den Schnitt Ü zweier Kegel zu finden, bietet 
größere Schwierigkeiten, wenn die Leitlinien z/, und ^^ nicht ebene, 
sondern räumliche Kurven sind, weil dann 
die Auffindung der Schnitte einer solchen 
Kurve mit einer durch V^ V^ gebenden 
Ebene, sich nicht so einfach gestaltet, wie 
im vorigen Spezialfälle. Ist jedoch die 
Gerade Vj^V^ senkrecht zu einer der 
Bildebenen, so wird sie wieder erleich- 
tert; da dann nämlich Fj' mit V^' 
zusammenfällt, so hat jede Hilfs- 
ebene T als erste Spurlinie eine 
durch Vi'^ V^ gehende Gerade ^, 
während die zweite t.^ senkrecht 
zur Achse (i,g verläuft, r schneidet 
dann z/j in Punkten, deren erste 
Projektion die Schnitte von ^^' mit 
t^ sind (Fig. 114). Es sei P/ einer 
dieser Punkte, dann liegt Pj" auf 

z/^", und V-i' P^'^gi' ist eine in der Ebene r gelegene I 
ersten Kegels. Ähnlich liefert jeder Schnitt Pg' von g^ mit z/g' eine 
Erzeugende g^ des zweiten. Der Punkt X^g^g^ gehört der gesuchten 
Kurve an; im Aufriß projiziert er sich in den Pimkt g^"g^", im Grund- 




1) Vo: 



atus d.h. gebogener K"re 
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riß ia den Schnitt von t^ mit der entsprechenden Ordinate. Jede Gre- 
rade durch Vj" = V^' liefert eine Gruppe solcher Punkte X, die die 
Kurve 27 bilden. — Es ist leicht zu sehen, daß diese Betrachtungen 
ihre Geltung behalten, wenn es sich nm den Durchschnitt einer 
Kegel- mit einer Zylinderfläche handelt, deren Erzeugende 
normal zu einer der Projektionsebenen (z.B. zur ersten) sind. — 
Wenn man endlich den Durchschnitt 2J zweier Zylinderflächen mit un- 
ebenen Leitlinien punktweise kon- 
struieren will, so kann man den 
Zweck unschwer erreichen im E'alle, 
daß die Geraden d,, d^, zu de- 
nen die Flächenerzeugenden parallel 
sind, auf eine der Bezugebenen 
(z.B. im Aufriß) als parallele Ge- 
raden projiziert werden (Fig. 
115). Um dies zu beweisen, betrach- 
ten wir einebeliebige zu (^j"=dg" par- 
allele Gerade; sie kann als Vertikal- 
projektion einer Erzeugenden (/^ der 
ersten und einer g^ der zweiten Zy- 
linderfläche angesehen werden; P^ 
und Pg seinen ihre Tref^unkte mit 
den Leitlinien ^, und z/^; P^" und 
Pj" sind sogleich gefunden, P^' und 
Pg' können daraus gefolgert werden. 
Die Parallelen durch P^' und Pg' 
resp. zu rfj' und d^' können als die Grundrisse von 3, und g^ betrachtet 
werden, und ihr Schnittpunkt als die erste Projektion eines Punktes 
der Kurve 27; die entsprechende Ordinate sehneidet die Gerade g" =-^ g^" 
in X". Läßt man nun diese Gerade, unter Beibehaltung ihrer Rich- 
tung, variieren, so werden 27' und 27" punktweise beschrieben. 

Wenn aber die Data in keiner der beschriebenen günstigen Lagen 
sich beflnden, so kann man sie durch Verlegung der Projektions- 
ebenen in jene Lagen bringen, wie wir kurz beweisen wollen: a) Seien 
Tj und Fj die Kegelscheitel, s ihre Verbindungslinie, Kj und a^ die 
Projektionsebenen. Man wähle als neue Vertikalebene die Ebene Hj*, 
die s auf x^ projiziert und als neue Horizontalebene eine zu s senk- 
rechte Ebene k^*: dann haben V^ und F^ auf Wj* denselben Grundriß. 
ß) Im Falle daß man eine Kegel- und eine Zylinderfläche hat, so kami 
mau durch denselben Kunstgriff erreichen, daß die Ei'zeugendeu der 
zweiten normal zur Horizontalebene werden, y) Handelt es sich end- 
lich um zwei Zylinderflächen, deren Erzeugende zu den Geraden d, 
und d^ parallel sind, so nenne man d eine zu d^ und d^ parallele 
Ebene: wählt man nun als neue Vertikalebene eine Ebene die zu ir. 
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uod d senkrecht ist, so sind die neuen Aufrisse von d, und <?, parallele 
Geraden, und die obige Konstruktion kann angewandt werden. 

Es möge bemerkt werden, daß, während die KonstrulEtionen a) und 
ß) i. a. sehr verwickelt sind, die y) einfach und daher sehr brauchbar ist. 

§ 4, Abwickelung einer Zylinderfiäche in eine Ebene. 

260. In die Basis ^ einer Zylinderfläche denken wir uns ein konvexes 
Vieleck P^P^F^ . . . einbe schrieben und durch dessen Ecken die Erzeu- 
genden ß^, jf^,^, .. . gezogen, so daß eine prismatische, dem Zylinder 
einbeschriebene Fläche entsteht. Wir denken uns nun die Fläche längs 
der Erzeugenden g^ aufgeschnitten und lassen dann den Streifen g^g^ 
um g^ sich drehen, bis er in die Verlängerung von g^g^ zu liegen 
kommt; den so entstandenen Streifen ßoi/j lassen wir sich um^^ drehen, 
bis er mit g^g^ in eine Ebene kommt; fahren wir so fort, so gehen 
alle die Prismenflächen in eine einzige Ebene über. Denken wir uns 
nun die Seiten des Polygons unendlich klein, während ihre Zahl un- 
endlich groß wird, so geht bei der Grenze die prismatische Fläche in 
die zylindrische über, und diese würde dann auch in eine Ebene über- 
gehen. 

Diese Operation nennt man (vgl, Nr. 167) die Abwickelung eines 
Zylinders in eine Ebene. Zufolge dieses Verfahrens geht jede Kurve r 
auf der Zylinderfiäche in eine ebene Kurve [FJ über, und die Länge 
des Bogens der erateren zwischen irgendwelchen Punkten Ä und B wird 
gleich sein der Länge des Bogens von [F] zwischen den entsprechen- 
den Punkten [A] und [B]. Betrachten wir ferner zwei Kurven F und ^ 
der Zylinderfläche, die durch denselben Punkt P gehen, sowie die Ge- 
raden c und d, die F und z/ in P heriihren, so erhalten wir nach 
geschehener Abwickelung zwei Kurven [F] und \/i] die sich in [P] 
schneiden und dort von den Geraden [c] und [d\ berührt werden, die 
miteinander denselben Winkel bilden, wie c und d. Wir können also 
zusammenfassend sagen: Bei der Abwicklung einer Zylinderfläche in 
eine Ebene bleiben Längen und Winkel erhalten/) 

261. Wir nehmen ein rechtwinkliges kartesisches Koordinaten- 
system, dessen s-Achse parallel den Erzeugenden und dessen 3;j/-Ebene 
den senkrechten Schnitt als Basis des Zylinders liefert. Es sei dann 

"-m, »-iw, «-5» (1) 

die Gleichung einer beliebigen auf der Zylinderfläche gezeichneten 
Kurve r, wobei s die Bogenlänge von F bedeutet von einem beliebigen 
Kurvenpunkte ß an gerechnet ist. Demnach werden (vgl. Nr. 192) 
die Funktionen g, ij, ^ identisch den Gleichungen genügen 

^'* + rj'' + i'' - 1, rr + v'v" + rr = o, usw. 

1) Man kann auch sagen, daß diese Grüßen Biegangsin Varianten sind. 
I. U. Bd. 14 
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während man als Basiskurve ^ diejenige betrachten kann, die darge- 
stellt wird durcli 

x-iiA, v~n(») (ä) 

Um nun analytiscli die Kurve \V\ darzustellen, in die F bei der 
Abwicklung übergeht, beziehen wir sie auf ein kartesisches Koordinaten- 
system (m, v) das die Projektion von ß auf die a:y Ebene den Punkt ß' 
als Anfang hat und als Abszissenachse die Gerale [i/] n d e sich in- 
folge der Abwicklung die Kurve zl verwandelt, dinn st d e Abszisse u 
eines Punktes [P] von [J^ gleich dem von ß' an berechneten Bogen 
von ^ bis zum Punkte P', der Projektion von P auf d e /-Ebene, 
während die Ordinate v mit der Koordinate s von P übe e nstimmt. 
Die parametrische Darstellung von [F] ist als folgen le 

u^Jds^/W^rl\ v^liC) . (3) 

Hieraus folgt dann: d&^^ du^ -\- dv^= d'^ -^ äv^^ ä^, m Überein- 
Btimmung mit der am Schluß der vorigen Nr. gemachten Bemerkung. 
Für eine andere Kurve F^, die derselben Zylinderfläche angehört, 
möge man die ähnliche parametrische Darstellung haben: 

^-6>W, y-n^{\\ "-ife), 

dann bestehen die Identitäten |(s) = li(Si), ^(s) = 5Ji{Sj) für alle Werte 
von s und Sj, während für [Fj] die Gleichungen gelten: 

«-/ä»,v17m^",7', "-U?,) (3-) 

Bezeichnen wir nun den Winkel zwischen den beiden Kurven [F] und 
[Fj] in einem ihrer gemeinsamen Punkte [P] mit ö, so haben wir 

cos ö = i/r-f-i?'^i/r/+ Vi' + rn 

oder, zufolge der obigen Identitäten 

cos a = rri + in^ + re'i 

also ist Ö auch gleich dem Winkel, den die beiden Kurven F und F, 
in P miteinander bilden. Damit ist auch die andere Behaiiptung am 
Schlüsse der vorigen Nr. bestätigt. 

Ans Gl. (1) ergibt sich für den Krümmungsradius U in einem 
beliebigen Punkte von T 

während uns (3') zeigt (nach Nr. 181), daß der Krümmungsradius fli\ 
von [F] in dem entsprechenden Punkte ausgedrückt wird durch 

rpi_ K' + ^l'R ir + rT + n^ _ __ V'&'''±v' 

i" 1 „'«- _ „->• - ^,^ __ rr+j,v' (i" + 1'=; r - r (ri" + -fn' 
V^'^ + n' 
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oder 



im yr + <'_ VTI+Ü (5) 

Non beacliten wir, daß die Schmiegungs ebene in P an F und die 
BerÜhrungsebene an die Zylinderfläche daselbst bezw. die Gleichungen 
haben ^ ,, 

■ x — l y-n z — t, 

l n e 1 = 0, und -^, = ^, ■ 

i ^" ^■' £" ; 

Ist also & der Winlcel, den sie miteinander bilden, so ist 

««= A _ V(^'£" -^"0 - 1' O'l^ ^"^'> =. r(rM-_ri ")-£' (rr'_+j;o 
vT"" + ^"■'"' + £■■ - i/r"' + i)" 

d. h. 

(fi) 

Verglelclien wir nun die (4), (5) und (6) miteinander, so ergibt sieb 

cos^=A^ oder [B] = ^ - ■ ■ ■ (7) 

eine bemerkenswerte Beziehung, die ausgedrückt wird durch folgenden 
Satz von Catalan: Wickelt man eine ZylinderJläche mit einer darauf 
lieschriebenen ßaumkupve r ab, so entstellt eine ebene Knrve [r], 
und das VerhäHnis der Krümmungsradien in entsprechenden Pnak- 
ten -P, l-P] ist gleich dem Kosinus des Winkels, den die Schmiegungs- 
ebene an r mit der Beriihrnngscbene an die Fläche in P bildet. 

Aus (7) folgt: [R] wird unendlich gi-oß, wenn cos S" = 0, oder 
$ = -~ , d. h, wenn die Schmiegungs ebene senkrecht zur Beruhrungs- 
ebene wird, also durch die Flächen normale geht. Eine Kurve, bei der 
dies für alle Punkte zutrifft, muß sich bei der Abwicklung in eine Gerade 
Terwandeln, sie heißt dann eine Schraubenlinie des Zylinders (in "Über- 
einstimmung mit der in Nr. 216 für den Kreiszylinder gebrauchten Be- 
zeichnung). — Nehmen wir insbesondere an, daß F der Schnitt der Zylin- 
derfläche mit einer beliebigen Ebene ö sei. Wenn nun 2f = oo, so ist (auch 
im allgemeinen) ebenfalls [if] = co, also gehen die Wendepunkte der 
Schnittkurve in Wendepunkte der Abwicklung über; aber auch wenn 
[E] endlieh ist, kann [E] = cx> werden, nämlich wenn ö- = y, also 
wenn ß senkrecht zur Berührungs ebene ß im Punkte F an die Fläche 
ist. Da nun letztere durch die (zu O2 parallele) Erzeugende geht, 
und diese zur xy-'Ebene % senkrecht ist, so ist auch ß senkrecht zu ^; 
die Schnittgerade ^e ist also eine Gerade größter Neigung — eine Fall- 
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linie — von ö in bezug auf %, zugleich Ist aie aber aucb Tangente 
au f iü P. Also kaun man aussprechen den folgenden 

Satz von Ülivier: Schneidet man eiae Zyliiiderfläche mit einer 
beliebigen Ebene ff und einer zu den Erzeugenden senkrechten Ebene jr 
und wickelt das zwisehenliegende Mantelstiick in eine Ebene ab, s« 
hat die krumme Begrenznngslinie überall da Wendepunkte, wo die 
Sebaittkurve in g Tangeuten hatte, die Falliuien in bezug auf st 
waren, 

262. Wir wollen nnn aeigen, wie mau die Abwicklung einer in 
Ortho gonalprojektiou dargestellten Zj linderfläche bewerkstelligen kann. 
Als Grundebene nehmen wir eine zu den Erzeugenden seukrechte Ebene, 
und als Basis des Zylinders die Schnittkurve z/ mit dieser Ebene; 
der Aufriß wird dann von den Geraden a' , h", . . . begrenzt, die senk- 
recht zur Grundlinie stehen und ^ in Ä, B' . . . berühren. Ist nun z/ 
eine geschlossene Kurve von der Länge Z, so wird die Abwicklung einen 
Streifen darstellen von der Breite (; indem wir diesen in die Aufriß- 
ebene legen und uns die Fläche etwa längs der Geraden a aufge- 
schnitten denken, so wird der Streifen von der Geraden a" begrenzt 
werden, deren FuBpunkt wir mit D bezeichnen Es sei nun M-^(M', M") 
ein beliebiger Punkt der Zylinder fläche, und g die durch ihn gehende 
Erzeugende, dann fällt g' mit M' zusammen, g" geht senkrecht zur 
Grundlinie durch M". Die Abwicklung [M] liegt dann sowohl auf 
der durch M" zur Grundlinie gezogenen Parallelen, als auch auf [(?]; 
diese ist aber eine Parallele zu a", in einem Abstände gleich der Länge 
des Bogens A'M' der Kurve z/, die entweder exakt oder durch ein 
Näher ungs verfahren gefunden werden kann. Durch Umkehrung der 
Konstruktion kann man auch umgekehrt aus einem vorher angegebenen 
Punkte [M] der Abwicklung den zugehörigen Punkt M der Zylinder- 
fläehe finden; läßt man beispielsweise [M] eine Gerade durchlaufen, 
so bekommt man eine allgemeine Schraubenlinie im Aufriß. Es soll 
nun dies Verfahren angewendet werden auf den ebenen Schnitt H 
eines Zylinders, dessen Basis z/ beispielsweise eine Pasealsehe Schnecke 
ist. Wir legen die Aufrißebene so, daß sie zu der schneidenden Ebene 
G^ltjit^l senkrecht ist; dadurch wird der Allgemeinheit kein Eintrag 
getan, die Konstruktion aber vereinfacht, indem U" in eine Strecke Ä"JS" 
übergeht (s. Fig. 116). 

Wir tragen nun auf ^ vom Punkte A' anfangend eine Anzahl 
Segmente ab, die wir zweckmäßig so klein nehmen, daß der Unter- 
schied zwischen Sehne und Bogen vernachlässigt werden darf; die 
Endpunkte seien 1', 2', 3', 4' . . . Dieselben Strecken tragen wir vom 
Punkte D anfangend auf der Grundlinie nacheinander ab, wodurch 
wir die Punkte P,, P^, Pg ■ . • erhalten. Die in diesen Punkten zur 
Grundlinie errichteten Senkrechten treffen die durch 1", 2", 3" . . , zu 
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ihr gezogenen Parallelen in den gesueliten Punkten [1], [2], [3]... 
von [^]. Die Wendepunkte von [2^] ergeben sicli dabei leicht aus 




dem Olivierschen Satze, wenn man die zu 
i^ senkrechten Tangenten an ^ zieht; den 
Berührungspunkten Wj ...W^ entsprechen 
dd.m die Wendepunkte [ TFJ . . . [ Tf^]. Da- 
gegen entsprechen den Berührungspunkten 
der zu i, parallelen Tangenten, die Maximal- bzw. Minimalpuukte 

Die Kurven [X] sind, wenn ^ geschlossen ist, periodisch und im 
allgemeLnen zusammengesetzte Schwingungskurven'), bei denen die Art 
der Schwingungen von z/ und der Lage von ^, in bezug auf J abhängt, 
die Amplituden aber von dem Winkel, den e mit den Erzeugenden 
bildet. In dem Falle des Kreiazylinders (ein schon von Aristotfles er- 
wähnter Fall) erhalten wir immer eine einfache Sinuslinie; ist nämlich 
x*+ y'^r^ die Gleichung des Zylinders, =^'k{x-cos a i- ;/-sin aj +1 
die schneidende Ebene, ho wird £ dargestellt durch 

a; = r-cos 95, y = r-sm ^, z = Icr ■ coe {<p — a) + l. 

In diesem Falle werden die Gleichungen (3) zu 
M = r(p, V = T[r- cos {tp — a) -\-l 
woraus nach Elimination von tp als Gleichung für [Z^] folgt 



welches die Gleichung einer Sinuslinie ist, womit die Behauptung be- 
wiesen ist (vgl. Nr. 189, 1). 

§ 5. Abwicklung einer Kegelfläohe in eine Ebene. 
363. Eine beliebige Kegelfläche mit der Spitze V habe als Leit- 
linie die Kurve J. In diese denken wir uns ein konvexes Polygon 
PgPjPy ... eingeschrieben und die entsprechenden Erzeugenden g^, g^, 

1) G. Loria, Spezielle <flg. u. transc. ebene Kwven II. Aufl Bd. II, S, lli. 
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g^ . ■ . gezogen. Nun denken wir uns die Fläche längs g^ aufgeschnit- 
ten und lassen die Ehene des Winkels g^g^ um g^ sich drehen, bis 
sie in die des Winkels g-^g^ gelangt ist. Dann drehen wir g^g^ um g^, 
bis es in die Ebene g^g^ gelangt ist, dann lassen wir g^g^ sieh um g^ 
drehen iisw. Auf diese Weise geht die korperhche Ecke V mit den 
Kanten S'oj^i'^a ... in eine Ebene über. Lassen wir nun die Zahl der 
Ecken des eingeschriebenen Polygons (und damit auch der Kanten 
jTq,^, . . .) ins Unendliche wachsen, während die Länge der Seiten un- 
endlich klein wirÜ, so geht jene körperliche Ecke in die KegeMäche 
über, und die beschriebene Operation stellt alsdann die Abwicklung 
der Kegelfläohe in eine Ebene dar. Im Folgenden soll die Ab- 
wicklung einer Figur S' auf der Kegelfläche in der Ebene mit [3^ 
bezeichnet werden. Durch analoge Betrachtungen wie bei der Zylinder- 
fläche in Nr. 261 erkennt man, daß auch hei der AhwicklBDg einer 
Kegelfläfhe in eine Ebene Längen nnd Winkel erhalten bleiben.') 

264. Es soll nun eine Beziehung zwischen den Krümmungen in 
zwei entsprechenden Punkten einer auf dem Kegel gezeichneten Kurve V 
und ihrer Abwicklung [T] in eine Ebene gesucht werden, die dem 
Catalanschen Satze in Nr. 261 analog ist. 

Zu dem Zwecke nehmen wir als Leitkurve des Kegels eben jene 
Kurve r und als Koordinaten auf an g die Spitze. Als Parameter wählen 
wir den Bogen s auf F gerechnet von dem Punkte, in dem F von der 
Erzeugenden g^ geschnitten wird; dann werde F dargestellt durch 

I_|(s), !,-,(»), >:-i(s) (1) 

Um nun [F] darzustellen, nehmen wir zweckmäßig ein ebenes Polar- 
koordinatensystem p, 0), das die Spitze als Pol hat und g^ als Pokr- 
achse; dann lassen sich p und ro als Funktionen von s, des Bogens 
von r sowohl als [r] darstellen. Nun ist aber 

ds^= (Iq- -\- (i^-iira^, oder 1 = p'^ + ^^ca'^ 
oder endlich 

»_Jl^-=i"ds (3) 

Außerdem besteht die Gleichung 

f = yiH?+5' (3) 

folglich ist die Gleichung von [F] nichts anderes als das Resultat der 
Elimination von s aus den Gl. (2) und '(3), bzw. (2) und (3) bilden 
die parametrische Darstellung von [F]. Erinnern wir uns nun, daß 

Vi-' + f' + n"' 
den Krümmungsradius von /"■ darstellt, und daß die Schmieg ungsebeiie 

1) Diese Größen heißen wie im Falle der ZylinderflSche Biegungsinvariant on. 
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in einem ihrer Punlrte P, sowie die Tangentialebene an die Kegel- 
fläehe längs der Ei-zengenden OP die Gleichungen haben 

\ x-i tj-r, ü-t \' y i: I 

r 1?' i \-o, bzw. 1 1 n t - 0, 

I" ri' t" : I r ';■ ( 

«o gilt für den Winkel ö, den sie miteinander bilden 



; r «■ r 

ri'r ,' 

I li' + m' + tr tr + wi" + jr 
r'-i -i" + f fr +vi" + rri 



■ t/i 1 1 ■;" 



(4) 



i/if'+i"+£*" rt'H rf + sf ; r" + >i'" + £'■ sT+w+rf I 

Benutzt man nun die Identität 1''+ »?'*+ §'^=1 sowie diejenigen, die 
sich durch Differenzieren nach s ergeben, und beachtet Gfl. (3) und 
ihre Abgeleitete, so erhält man 

ii' + m'+Er' a" + m" + sr 

' _ 1 1!" + m " + er 

°°' ~ lAi'"^?^ " " I sV - •■• yi-+ i-TT" 

Um diesen Ausdruck noch weiter umzugestalten, beachten wir, daß aus 

t»'* + p^oj'^ = 1 folgt l/i — ()'"= po'; 
und da ferner 

s'-i'+ri'+C, 

^o haben wir durch Differentiation nach s 

en' - ir + m + SS'. (•'' + 9?" - ii'' + f'" + S'") + (S5" + m" + SS"), 

und daher ,^-„ , „ , „^/.^ , ^ 'a i "\ 

- (SS + <!1 + SS^ ) - 1 - (P + ?? ). 

Also kann man schreiben 

cos 8 - ü ' ~ '-;-T '^' - »"":V^«" B _ (o - £,) ü. 

Der Klammerausdruck gibt aber das Krümmungsmaß -^ im Punkte [P] 
von [jT]^) also ist 

cosö- *j, oder [B] - Jj- (5) 

1) Zum Beweise dieser Behauptung betrachte n 
in Polarkoordinate 11 p, «i, gegeben ist als Funktior 
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Es besteht daher auch für die Kegelflächen derSatz von Catalan: 
Wickelt man eine Kogelfläclie in eine Ebene ah, so ist der Krilmmnngs- 
railins in einem Pankte [P| der abgewickelten Kurve [P] gleicl dem 
der Knrve F auf dem Kegel im entsprechenden Punkte P dividiert 
dnrch den Kosinns des Winkels, äeii die Schmiegungsehen e in P 
mit der Bernhrnngsehene an den Kegel in P bildet. 

Aus (5) ergibt sich daß [E] = oo wird, wenn Ö = ^, d. h. ia 
allen den Punkten von F, in denen die Schmieguagsebene die Flächen- 
normale enthalt; ist dies für alle Punkte von F der Fall, eo wird [T] 
eine Gerade, und F heißt dann Kegelschraubenlinie.') Nehmen 
wir im speziellen an, daß F in einer Ebene 6 liege, so wird [K] = oo , 
wenn auch fi = oo ist, d. h. Wendepunkte bleiben auch nach der Ab- 
wicklung erhalten. Aber es wird auch dann [R] -= oo, wenn B end- 
lich, aber ö = -j- ist, d. i. für diejenigen Punkt P, bei denen die 
Tangentialebene an den Kegel längs der Erzeugenden VF senkrecht 
zu ff steht. Um diese Punkte zu erhalten, kann man offenbar so ver- 
fahren: Man projiziere V orthogonal auf 6 in V^ und ziehe von Fq 
an F die Tangenten; ist B einer der Berührungspunkte, so ist die 
Ebene VY^B sowohl Berührungsebene an den Kegel, als auch senk- 
recht zu e, B ist also einer der gesuchten Punkte. 

265. Um zu zeigen, wie bei der Abwicklung der Kegelflächen 
die Methode der Oi-thogonalprojektion vorteilhaft angewendet werden 
kann, behandeln wir folgende 

Aufgabe. Die Abwicklung einer auf einem geraden Kreiskegel 
gezeichneten Kurve r in eine Ebene zu konstruieren. 

und wenn wir differenzieren 

((ä) ee" + qq' ib'' + e w' ™" = *> ■ 

Ist nun ^ die Krümraung Ton r, so hat man (s. Serret, Calcul differmtiel 11 ed., 

Paris, 1879, S. 304) -j; = oj' -}- ji', wenn tgji = ^- Daraus folgt dann 

,>.._! ^ 1 ..^ ?''.__.. _ p'ä. ^' ^ e'(en."-|- e'ta') — gm'e" 

Aläo ist 

II ^ e''(ü' + ee'o)" — QQ"ei' = e''o 

„• _ p"(e''+ e'o>'') _ 



_ ■ e'e" + e e'ic 



Hieraus Echließt man _ m' — — , , wie behauptet. 

1) S. auch die folg. Seite. 
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AuflÖBung: Als Grundebene nehmen wir die Ebene des Bäsis- 
kreises A in dessen Mittelpunkt das Bild Y' der Spitze fällt. Ist r 
der Eadins, Ä die Höhe des Kegels, so ist s™y'Ä*-|-r' die Seite, 
und die Abwicklung des Mantels gibt einen Kreissektor vom Radius .9 
und dem Zentriwinkel « = — ■ Wir legen diesen in die Aufriß- 
ebene, so daß sein Zentrum mit V", und der eine Eegrenzungsradius 
mit der den Aufriß begrenzenden Seite c" zusammenfällt; mit andern 
\Vorten wir lassen die Abwicklung mit der Er- 
zeugenden c beginnen, deren erster Spurpunkt ö 
sein möge (s, Fig. 117). Es sei nun W die erste 
Projektion eines Punktes M von f; um M." zu finden, 
betrachten wir die durch M gehende Erzeugende 
Y'M' ist dann ihre Projektion g', und wenn 
diese z/ in G' schneidet, und wir loten G' 
als G" auf die Achse, so ist die Gerade 
y"G" die zweite Projektion^", die von der 
Ordinate von M.' in M." geschnitten wird. 
Um [J/] zu finden konstruieren wir zunächst 
\g\. Zu dem Zwecke tragen wir auf dem 
schon gezeichneten Kreissektorbogen 
von 0" aus den Bogen 0" \G\ gleich 
dem Bogen G' ab und verbinden V" 
mit [G] wodurch wir [g\ erhalten, auf 
welchem [M] liegen muß. Da bei 
der Abwicklung die Längen erhal- 
ten bleiben, so ist V'XM}^ VM-^ 
letzteres ist aber bekannt als Hypo- 
tenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
V'HK, dessen eine Kathete die _ 

Differenz der Koten von V und M, 

dessen andere der Abstand V M' ist; der um V" mit Y" K beschriebene 
KrL^e trifft dann [g] in dem gesuchten Punkte [il/]; lassen wir nun 
M die Kurve F durchlaufen, so erhalten wir [r]. Als Beispiel kann 
man für F einen ebenen Schnitt des Kegels wählen und der Einfach- 
heit halber die Sehnittebene senkrecht zur Aufebene nehmen, wie in 
unserer Figur geschehen. 

Die angeführte Konstruktion in passender Weise rückwärts durch- 
geführt liefert M' und M", wenn [Jf] gegeben ist. Der Leser möge 
diese ausführen für den Fall, daß der Ort von [ilf ] eine Gerade oder 
eine log. Spirale mit Y" als Pol sei: er gelangt dann zur Darstellung 
der sog. geraden Kegelschraubenlinie (s. vor. Seite) oder zur Loxo- 
diome einer geraden Kreiskegelfläche ^). 

I) Als drittes Analogen zur gemeinen Zjlindersehraubenlinie für den Kteii- 
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Viertes Kapitel. 
Kegelfläolieii. 

1. Teil. Abwickelbare Flächen. 
§ 1. Allgemeine SigenBohaften. 

266. Das eiiischalige Hyperboloid und das hyperbolische Para- 
boloid sind Fachen, die ohne konisch oder zylindrisch an sein, den- 
noch eine eiufech unendliche Folge yon Geraden enthalten: sie führen 
naturgemäß auf die Betrachtung solcher Flächen, die durch eine reelle 
Gerade erzeugt werden, die sich im Baume bewegend eine einfach un- 
endliche Folge TOn Lagen einnimmt. Solche Flächen heißen Regel- 
fläehen, und die oo^ in ihr enthaltenen Geraden ihre Erzeugenden. 
Zieht man durch einen Punkt des Raumes zu sämtlichen Erzeugenden 
die Parallelen, so bilden diese den Leitkegel der Regelfläche. 

Eine beliebige Erzeugende g der Regelfläche 91 kann in recht- 
winkhgen kartesischen Koordinaten dargestellt werden durch eine Glei- 
chung Tom Typus a; — g y — n ^ — ' 

wo die l, 71, % die Koordinaten eines beliebigen auf g gelegenen Punk- 
tes sind <p, X, if Größen, die den Richtungsko Sinussen von g pro- 
portional sind. Bewegt sich nun g im Räume <x>^ Lagen einnehmend, 
so werden jene sechs Größen (statt konstant zu bleiben) Funktionen 
einer unabhängigen Variahein t werden, so daß man die oo^ Erzeu- 
genden von Sl darstellen kann durch 

<p{t) xit) W) ^ ' 

Hieraus foigt, daß man zur Darstellung von 91 auch die folgende para- 
metrische nehmen kann 

i-i(f) + «v(<), »-<iCo + «'z(o, '-m + «■*((), (2) 

worin t und u die Parameter sind. Wir setzen stets voraus, daß <p, %, ^, 
^, % £ analytische Funktionen von t seien. Derjenige Punkt der Er- 
zeugenden (t), der dem Werte tt = entspricht, kann als Anfangs- 
punkt bezeichnet werden. Wenn die Funktionen (p, ip, % identisch 
der Gleichung „.. „ ._._ . . 

«.(<) + x(0+v-W"-i 

kegel konnte man auch betrathtea die Bahn emea Punktes ler (om Sehe tßl 
beginnend b ch mit gleichf ( rmiger Geschwind gkp t mt einer Erzeu^eaden he 
weftt w hrend dieae gleichföimig auf dem K,egel lotiert die Og knnische 
S[ irale der Grundriß wiide dann eine archimediBche ''pirile darstellen wdh 
rend die Kegellosodrome eme Ior- bpirale he Kegels chtaube eine spezielle '^mit 
Bpirale (LampPBche =Sektns Loiia ÄJie Kur <!> Bd I S 401) als (jr ndriß hat 
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genügen, so bedeuten sie die Riclitangskosmn=(se der Erzeugenden (f), 
und M gibt den Abstand des Punktes (t, u) Tom Anfangspunkt an. 

26?. Wir betrachten die beiden den Werten t und t + h ent- 
sprechenden Ei'zeugenden von 91; diese liegen dann und nur dann io 
derselben Ebene, wenn 





m '?(') i(t) 1 








frt) z(f) *(') 


= 0, 






i(i + w ,(( + *) «( + ;.) 1 






',<p(t + h) i(< + S) *(( + *) 




oder, wenn 




IC) 'KO «') 


1 


y(() z{t) *(() 





«( + ;.) -1(0 i(( + »)-i(0 «H-»)-S(0 





! v{t + '') 


-<p(() i(( + ;.)-z(() v(i + '0- 


*(') 






Nehmen wir nun an, daß h eine sehr kleine Größe sei, und bedeuten 
6[, . . ., *3 Größen, die zwischen und 1 liegen, so können wir auch 
sehreiben 

<p(0 i(0 *{0 

I r(i + 9,4) v'C + «i'O f (< + »,*)- 0. 

I f'C + »1») z'C + ».i) *'(' + ».'') i 

Lassen wir nun h gegen Null konvergieren, so folgt 
I 9>(«) 2(0 +(0 

\ 1X0 v(o r(oj-o (3) 

g>'(0 z'(0 »'(O 

Nun können sieh zwei Fälle darbieten: 1. In diese Gleichung tritt t 
tatsächlich ein; alsdann entspricht jeder Wurzel t von (3) eine Erzeu- 
gende von 3\,, die dann in einem Punkte (den man den Scheitel 
nennt) von der folgenden Erzeugenden geschnitten wird, jede solche 
Erzeugende wollen wir, die Caylejsche Bezeichnung annehmend, eine 
torsale nennen, 2. Die Gl, (3) wird identisch befriedigt; dann findet 
dies für alle Erzengenden von Sl statt^), und diese heißt dann (aus 
Gründen, die wir alsbald angeben werden) eine abwickelbare Regel- 
fläche. 

Setzen wir das letztere voraus, und daß also die Gl. (2) eine ab- 
wickelbare Fläche darstellen: dann läßt sieh auf jeder Erzeugenden 
(() als Punkt (^, j;, £) derjenige wählen, in welchem g von der folgen- 

1) Diea trifft auch für Kegel- und Zylinderfläoten ec, wie wir wissen. 
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den Erzengendeii ^ = (i + dt) geaeliDitten wird. Nehmen wir an, daß 

du der Wert von m sei, der dem Punkte g^ genommen auf (/ entspreche, 

so müssen drei Identitäten von folgendem Typus bestehen 

a{t) ^ |(i + dt) + du -ipit + dt), 7}{t) - ri{t + dt) + du -lit + di), 

1 t,{t) = tit + dt) + du-^{t + dt), 

oder 

l'ifjdt + q:(0(^M - 0, VCO'^' + ZC)«^" - ^' £'(')<^'' + t'(0<^" ^ ('■ 

Damit diese zugleich bestehen, ist nötig: 

r(i) !]'(() rw 

Infolge der Gl. (1) werden diese nun zu 

""""r(i) i'C) rw ■ ■' 

und aus diesen folgt dann folgende Darstellung der abwickelbaren 
Fläche 91 

X ^ m + «■!'(*). y-ri{t) + w. V(0. ^ = g(0 +«'r(0- (5) 

Beachten wir nun die Darlegungen in Nr. 194, so sagen nns diese 
Gleichungen: Die Erzeugenden einer abwickelbaren Fläche sind zu- 
gleich die Tangenten einer' Kanmknrve. Diese Kurve heißt die Rück- 
kehrkante der abwickelbaren Flächen, da jeder ihrer ebenen Schnitte 
auf dieser Kurve einen Rückkehrpunkt (Spitze) hat (S. lOB). So sind 
wir zu den Gebilden zurückgeführt, denen wir schon im Kap. II des 
vorigen Buches begegneten, indem wir ausgingen von einer Folge 
von oo'- Punkten oder oo^ Ebenen. 

Aus den Gl. (5) ergibt sich nun, daß die Berflhrungs ebene in 
einem beliebigen Punkte von Sl die Gleichung bat 

^ _!((_,_„. !'(() y-rt{t)~u-i{i) ^-m-»-i{i) 

i'it) v'ii) £'(0 =f*- 

r(o + « ■ nt) n{t) + u . v'(o r(0 + « ■ r(o 

oder einfacher 

x-m) y-n{t) ^-m\ 

reo i{t) r(o =0 

r(o vco r'ft) i 

und diese zeigt uns: Die Bepührungs ebenen einer abwickelbaren Flä- 
che sind zugleich die Schmiegungsebenen ihrer RUckkehrkante. Da 

in die zuletzt geschriebene Gleichung u nicht mehr eintritt, so hat die 
Abwickelbare in allen Punkten einer Erzeugenden dieselbe Beriihrungs- 
ebene, eine Eigenschaft, die auch den Kegel- und Zjlinderflächen zu- 
kommt (Nr. 252). 
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Kombinieren wir diö Gl. (5) mit den Gl. (11") in Nr. 225, so 
folgt: Eine abwickelbare Fliiclie enthält (ebenso wie die Zylinder- und 
Kegelfläcben) nur parabolische Punkte. 

'208. Eine ahwielselbare Begelüäelie 61 (als Erzeugnis von oo' 
Ebenen betrachtet) kann auch ah durch die Berührungsebenen zweier 
Flächen erzeugt gedacht werden (also von diesem Standpunkte aus als 
dual zur Schnittkurve zweier Flächen), oder einer Kurve und einer 
FJäche, oder (wie wir schon in Nr. 197 gesehen haben) zweier Kur- 
ven. Die letzteren kann man immer auch als zwei ebene Kurven an- 
nehmen, also als zwei ebene Schnitte der Fläche. Bei dieser Voraus- 
setzung bann die Fläche, wie folgt, erzeugt werden: man betrachte 
eine Tangente c einer der gegebenen Kurven und ihren Schnittpunkt 
mit der Ebene der anderen; aus diesem Punkte ziehe man eine Tau- 
gente d an die andere Kurve: die Ebene cd gehört zur abwickelbaren 
FJäche. 

Die einfachste graphische Dai-stellung einer abwickelbaren Regel- 



fläche Si erhält man, 


wenn 


mau 


diese auffaßt als durch 


einer Ranmkurve 




~ 




B th 


so kann man siel 
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d P 


r"; die Tangent« 
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§ 2. Äbw k ung H g lil h n Eb n 

369. Auf der Rückitehrkante 2J der abwickelbaren Regeltlache 3V 
denken wir uns benachliarte Funkte mit P^, Pj, P^ . ■ . bezeichnet und 
die Geraden PpPj^sr^, PiPg^Jp... gezogen, sowie die Ebenen 
PgP^P^, Fj^P^P^, . . ■ gelegt; dann entsteht eine polyedrische Fläche, 
die, wenn die Streifen P^P^, P^P^ . . . unendlich klein werden, in die 
F^che äl übergeht, wobei die Geraden r,, r^ . , . in die Erzeugenden 
übergehen. Wir denken uns nun diese polyedrische Fläche längs der 
Geraden »■„ aufgeschnitten; dann können wir die Ebene r^r^ um r, 
drehen, bis sie mit der Ebene r^r^ zusammenfällt, dann drehen wir 
diese um r^ bis diese mit r^r,, in eine Ebene fällt, und so fahren wir 
fort, bis alle Ebenen in eine einzige fallen. Diese Operation führt 
dann, weun der Polygonaug P^PjPj ... in die Kurve .£ übergeht zur 
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Abwickelung dei'Regelfläclie in eine Ebene; damit erklärt und 
rechtfertigt sich' die Bezeichnung abwickelhar, mit der wir die hier 
betrachteten Flächen belegen. Ähnlich, wie wir es für die Kegel- und 
Zylinderflächen gezeigt, ergibt sich, daß bei der Abwickelung der Begel- 
fiäclieii Längen nnA Winkel erhalten bleiben. Noch eine weitere Eigen- 
schaft können wir hinzufügen. Wir betrachten auf U zwei Punkte 
Pfl, Pi und die zugehörigen Tangenten <o "'^<* ^1 ' <lann geht (vgl. Nr. 183) 

das Verhältnis c'^^-i-fr in das KrümmungsmaB — über, wenn Pj 
Bogen P„Pi ° I- 

sich Po unendlich nähert; — wird das Verhältnis zwischen dem unend- 
lich kleinen Winkel, den die entsprechende Erzeugende mit der fol- 
genden bildet, und dem unendhch kleinen Bogen bei P^. Indem nun 
diese beiden Größen bei der genannten Operation sich nicht ändern, 
so behält bei der Abwickelung einer Regelfläche die Rfickkehrkante 
in allen Punkten ihre Krümmung bei. Ist z. B. H eine gemeine Zy- 
linderschraubenlinie, so hat diese ja konstante Krümmung, also wird 
auch [£] eine Kurve von konstanter Krümmung sein, d. i, ein Kreis. 
270. Wir wollen annehmen, daß im allgemeinen zur analytischen 
Darstellung der Kurve 2: die Gleichungen gegeben seien 

worin s, wie üblich, den Bogen bedeutet; dann haben wir 
_ 1^ 

Für die Abwickelung [i'] bleiben nun s und die Krümmung unver- 
ändert, also liefert die letzte Gleichung auch den Krümmungsradius 
für [Z] in Funktionen des Bogens, [I^'\ ist also (s. Nr. 183) ihrer 
Größe und Gestalt nach vollständig bestimmt, nur nicht nach ihrer 
Lage. In bezug auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem Siu, £lv 
könnte man sie (S. 73) in folgender Weise darstellen 

Betrachten wir nun einen Punkt P der Abwickelbaren R und die 
durch ihn gehende Erzeugende g, sowie den Berührungspunkt S mit 
der Kurve S, so stellt, wenn 

^-Us) + t-i'is), y-^v(.s) + t-v'is), ^ = tis) + t-^{s) (7) 
die parametrische Darstellung von Sl ist, t die Länge der Strecke SP 
dar. Nach der Abwickelung wird [P] ein Punkt der Geraden [g], die 
[U] in [S] berührt, und es ist [S}[F] = SP=t. Sind nun äL und 
V die Koordinaten von [P], so haben wir, wie die Figur sogleich zeigt. 
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oder wegen Gl. (G) 

si=/c.,(/;')..+,.».(/-).j 
^ =/■"■(/?)■" +'™(/t')-l 

Diese Formeln geben die Koordinaten von [P], bestimmen also die 
Lage, die der Punkt P nach der Abwickelung einnimmt. Durehlänft 
P eine Knrve F, deren Gleichung / = 91 (s) ist, so beschreibt der ent- 
sprechende [P] eine Kurve, die folgender parametrischer Darstellung 
fähig ist: 

ai = / cos (^J-J ) . ds -f ra (s) ■ cos ( f—) , 

371. Es entsteht nun die Frage, ob auch für die Regelflächen 
ein ähnlicher Satz, wie der Catalansche für die Zylinderflächen (Nr. 261) 
und Kegelflächen (Nr. 264) besteht. Zur Beantwortung dieser Frage 
nehmen wir die GL (7) und (8) und nehmen an, daß t eine bestimmte 
Funktion Ton s sei. Die Ableitungen nach s bezeichnen wir durch 
Strichel und setzen zur Abkürzung 



f-J'r- '■ 



ider 



Mit dö wollen wir femer den Wert des Bogen differenti als der durch 
(7) dargestellten Kurve F (natürlich vor uud nach der angenommenen 
Abwickelung) bezeichnen. Differenzieren wir die Gl. (8), so folgt 

3i' = (1 + t') cos <p — ■ sin (p, '"9' -- (1 + f) sin cp + -, cos (p, 

folglich 

Differenzieren wir von neuem, so erhalten wir 

äL" -= ((" ~ s) cos q^ — I 1" (" ) I ^^^ f' 

V - (r - ;,) sin r + ['-+ '■ + (!)'] cos r, 

1 + f 

r cos qi — sin ip 

2.L" ''9" I I ;" _ ' L.rh ' _|_ l—\ I sin (f cos ^> 

=<'-+-'!■ +(1+0 (:)'-';'+,';■ 



und dah' 
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Die Krümmung der Kurve [F] wird also gegeben durch 

1 ''-t-''+('+'')(i )'^v +r- 

Setzen wir nun zur Abkürzung 

(1 + 0= + (1 + '''■-^' - li" + >^ 

Bo können wir kurz scLreiben 

j _Jlf 

\d~a} 
f'iir die uraprttngliehe Kurve T erhält mau die Krümmung, durcb Be- 
nutzung Yon Gl. (9') in Nr. 196 und der Gl. (7). Setzt mau der 
Kürze wegen [(10) 

^ 1 / (i+T}¥+w, (xnw+w, (i + tx+tf p 

so findet man ^ ^ _ ^ 

die mit der vorigen verglichen zeigt, daß 



[it] ~ rN ' 



(11) 



Nun haben die Schmiegungsebenen in zwei entspjeehenden Pmiliteii 
der Riiekjielirliante und der Kurve T die Gleiehungeii 

\x — ^ y — fi ^ — i\ 

i r V f j-o, 
r <r c 

("r+(i+2<')r+<r",(">i'+(i+2(')i"+''i"','"f+(i+2'')r+<r'' 

Ist daher d derWinliel, den sie miteinander bilden, so folgt (vgl. 11) 

1 + 1- r+((rr+,-V'+fr) 



i + « 



eosf? - 



+ i(i"r"+i"i'"+r'r") 



V \Vt'+<in^Sf 1-+,-+.— 
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Da aber identisch 

und 

so folgt 



4. Kap. Regelfläclieii. 
(■•+r,''+f'-h 



i'i"+v'i"-K('-o. rr" + •)>'" + rr'- - ^' 
und rr"+v">i"'+ rr — y,- 

Daher kann man einfacher schreiben: 

1 + f |--i : i + e 

£ 1 + «; _ !f ■ 

cos 9 --' ^s,-' ' 



l + !f^ 



Nr 



Entwickelt man den Nenner, so wird er zu 



Ausdruckes für 



und diese Beziehung 



Jrglichen mit (11) zeigt, daß 
-||j. oder [Bl = j^- 



^ ■ (12) 
Demaach besteht für alle hier behandelten Flächen der 

Satz von €atalan: Wickelt man eine al)wickelbape Regelfläclie 
in eine Ebene ab, so ist das Verhältnis des Krümmangsradius einer 
Knrve auf der Fläche zn dem Krümmungsradins in dem entsprechen- 
den Punkte der abgewickelten Kurve gleich dem Kosinns des Winkels, 
den die Schmiegungsebene an die Knrve und die Bertthruhgsebene 
an die Fläche in jenem Pnnkte mit einander bilden.^) 

Die Punkte, in denen jene beiden Ebenen zueinander senkrecht 
stehen, werden in der abgewickelten Kurve zu Wendepunkten; geschieht 
das überall, so wird die gegebene Kurve nach der Abwickelung eine 
Gerade und heißt dann geodätische Linie. 

272. Es soll nun an einem Beispiele gezeigt werden, wie die in 
Nr. 270 dargelegten Begriffe die Abwickelung einer solchen Kläche 
graphisch und zwar in Orthogonalprojektion ermöglichen. 



I) B, C&talan, Iheoremes s 
. T. XVln, Paris 1843, p. 73S 



:s developpaliks (Comptei 
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Aufgabe. Gegeben eine Kreiszylinder-Schranbenlinie 2: als Kück- 
kelu'kante einer abwickelbaren Eegelfläehe cC und eine Ebene t, die 
oCin der Kurve r scbneidet: es soll die Abwickelung [r] von Fin 
eine Ebene konstruiert wei-den. 

Auflösung. Die Schraubenlinie H sei in Grundriß dni-ch den Basis- 
kreis U' des zugehörigen Zylinders, im Aufriß durch die Sinuslinie Z" 
gegeben; die Ebene r durch ihre Spuren i^ und t^. Für alle Punkte 
P von Z: können wir (nach einem schon angeführten Verfahren) die 
beiden Projektionen g' und g" der entsprechenden Erzeugenden kon- 
struieren. Wir ermitteln daim deren Schnitte Pg mit t; führen wir 
dies für alle Punkte P durch, so erhalten wir die Projektionen r' und 
r" der Schnittkurve. Wickeln wir nun oC in die Zeichenebene ab, so 
verwandelt sich Z in einen Kreis [H] {vgl. S. 222) mit dem beliebig 

zu wählenden Zentrum C und (s. S. 135) dem Radius r = p— , wo 

H = T-- die reduzierte Steighöhe der 
Schraubenlinie ist. 

Um )■ geometrisch zu konstmiereDj 
zeichnen wir zuerst ein rechtwinkliges 
Dreieck EFS (Fig. 118) mit den Ka- 
\ theten R und H; dann errichten wir im 
T Endpunkte F der Hypotenuse die Senk- 
rechte FT= R, verbinden T mit S und 
errict^en in S auf TS die Senkrechte, die TF in ü schneidet. Dann ist 

SF^^FT-FU oder 9,^+W'=-^FV, 
weshalb FU^r. Nun nehmen wir aiif der Peripherie von [Z] be- 
liebig den Punkt [0], der dem Anfangspunkte der Schraubenlinie 
entsprechen soll; ist nun [P] der dem Punkte P entsprechende Punkt, 
so müssen die Bogen [0][P] und O'P" einander ähnlich sein, woraus 
sich [P] leicht ergibt. Die Tangente [g] an [2] in [P] ist dann die 
Abwickelung der Erzeugenden g\ tragen wir alsdann auf [^'J in einem 
bestimmten Richtungssiune die Strecke [P][Po] = PPq ab, so haben 
wir den Punkt [PJ; der Ort dieser Punkte ist dann die gesuchte 
Kurve [F]. 

2. Teil. Windschiefe Regelflächen. 

§ 1. Allgemeine Eigenscliaften. 

273. Wir woUeu jetzt annehmen, daß für die durch Gl. (2) in 

Nr. 266 parametrisch dargestellte Regelfläche die Gleichung (3) nicht 

identisch erfüllt sei; dann ist die Fläche nicht abwickelbar und sie heißt 

dann eine windschiefe Regelfläche. 

Satz. Eine Rcgelfläclie entsteht durch Bewegung einer reellen 
Geraden, der Erzeugenden, im Räume, derart, daß sie stets drei he- 
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lifbige, ebene oder räumliche Linien Tj, r^, r^ trifft, welclie ilift 
Leitlinien (Direktrix) der Fläche heißen. 

Beweis. Nehmen wir z. B. auf V^ den Punkt Pj beliebig und 
projizieren von ihm aus die beiden anderen Leitlinien, SO erhalten wir 
zwei Kegel mit gemeinsamer Spitze; die ihnen gemeinsamen Erzeugen- 
den, gehören, da sie ja alle drei Linsen treifen, der besagten Fläche an; 
variieren wir F^ auf F^, so erhalten wir die ganze Fläche. Um sieh 
zu überzeugen, daß diese im allgemeinen nicht abwickelbar ist, be- 
trachten wir eine Erzeugende g, die die Leitlinien in P^, P^, P^ trifft; 
ist nun / die nächstfolgende Erzeugende, und wäre die Fläche ab- 
wickelbar, so würden g und g' eine Ebene bestimmen, und diese würde 
dann auch die Tangenten an die Kurven Z^, F^, F^ in den Punkten 
Pj, Pg, Pg enthalten müssen; nun liegen im allgemeinen diese drei 
Tangenten nicht in einer Ebene, also ist die Fläche nicht abwickelbar.^) 

Umgekehrt läßt sich jede Kegelfläche in der angegebenen Weise 
auf unendlich viele Arten erzeugen; z. B. kann man als Leitlinien drei 
beliebige ihrer ebenen Schnitte annehmen, insbesondere die, welche 
auf den drei Grundebenen liegen; auch kann man einen dieser Schnitte 
als im Unendlichen gelegen annehmen und die beiden anderen z. B. 
als Fundamentalebenen eines Mongeschen Systems wählen. 

Die Beweismethode des vorigen Satzes kann auch angewandt wer- 
den, um zu zeigen, daß ancli alle Geraden, die durch zwei Raumkur- 
ven gellen und eine Fläche berühren, oder durch eine Kurve gehen 
und zwei Flächen berühren, eine Re^elfläche bilden.^) 

Der vorige Satz bietet viele besondere Fälle, von denen einige 
erwähnt zu werden verdienen: 

a) Eine der Leitlinien kann im Unendlichen liegen: dann 
wird die Regelfläche von einer Geraden erzeugt, die stete zwei festen 
Kurven begegnet und zu den Erzeugenden eines Kegels parallel bleibt. 

b) Zwei der Leitlinien fallen zusammen: die Kegelfläche ist 
der Ort der Sehnen einer Raumkurve, die eine andere (ebene oder 
schiefe) Kurve treffen. 

c) Die drei Leitlinien fallen zusammen: die Regelfläche be- 
steht aus den Geraden, die alle die gegebene (Baum-) Kurve dreimal 
schneiden. 

d) Zwei der Leitlinien sind unendlich nahe: die Regelflächa 
besteht dann aus den Geraden, die zwei Leitlinien f und zJ treffen 
und in den Ber (ihr ungs ebenen der ersteren liegen. Um dieselbe zu 

1) Wendet man auf die obigen lietraohtungen das Dualitätsgeaeta an, so sieht 
man; Eine RegelHäclie besteht ans den (Juraden, von denen jede in den drei 
Oskulalionsebenen dreier Kaumkurven liegt. 

2) Wendet maji auf diese Siltze nochmals das Gesetz der Dualität an, so 
erhält man zwei neue Erzengnngamethoden aller Regelfläcben, die der Leser ohne 
Mühe aussprechen kann. 

16* 



Hosted by 



Google 



228 ni- Buch. Flächen. 

konstruieren, kann man wie folgt verfahren: Sei G ein Punkt von P 
und c die entsprechende Tangente; aus c bann man eine Gruppe von 
Tangentenebenen an den Kegel ziehen der J von C projiziert; ihre Be- 
rührungaerzeugenden g gehören der Regelfläche an, die erzeugt wird, 
vrenn die Kurve F durchläuft. 

274. Wenden wir auf die durch Gl. (1) in Nr. 266 dargestellte 
windschiefe Regelfläche die allgemeine Gleichung der Tangentialebene 
einer Fläche, deren parametrische Darstellung man kennt, an (Nr. 224), 
so finden wir 

hc -[«() + «■?>»] !/-[•)(') + »■!;«] »-B(0 + »-*W] 

!'(() + «■?>'(<) r[(t) + «-x(t) r(() + «-f(0 

9(t) »(0 *W 

oder einfaelier 

r(o + »-')>'(i) i'(OH-»'z'(0 f(() +"■*'(« l-»' ■ (1) 
<p(i) m *(<) 

Da man nun für die Erzeugenden (() der Fläche, die dem Werte t 
des ersten Parameters entsprechen, die Gleichungen 

fit) z(t) VC) 

hat, and da aus diesen Gleichungen die Gleichung (1) folgt, wie man 
auch M wählt, so sieht man bestätigt^): Die Tangeutialeben« in 
einem beliebigen Punkte einer Regelfläche geht durch die zngeliörige 
Erzeugende. Diese ist also eine der durch diesen Punkt gehenden 
Haupttangenten (Nr. 225) und daher enthält eine windschiefe Regel - 
flä«he nur hyperbolische Punkte. Man kann die ohigen Gleichungen 
auch so deuten: DnrcMänft ein Punkt eine Erzeugende der Regel- 
fläctie, so dreht sich i. a. die zagehi)rige Tangentialebene um diese 
Erzeugende, 
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wo Q einen Proportionalitätsfaktor bedeutet. Multiplizieren wir diese 
Beziehungen mit g)'{t), x'(0 ^'(0; ''''■^^ addieren sie, so folgt daraus 
' 'Pii) X(i) Ht) j 

\i'(t) v(t) reo 1=0, 

; v'(t) x(ß) ^'(t) ■ 

und daher (vgl. Nr. 267) ist die Erzeugende eine torsale, oder die 
betrachtete Fläche ist abwickelbar. Indem wir beide FäUe ausschließen, 
wollen wir die Gl. (1) in folgender Form schreiben: 

x-i(C) y-n{i) !-m 
<p\l) z(l) *'(') i-0. (!■) 
fit) x(() *(() 
Nun erteilen wir dem m vier beliebige Werte u^, u^, Ug, u^ und es 
seien F^, T^, F^, P^ die entsprechenden Lagen des Punktes {t, u), 
Kj . . . 3t^ die zugehörigen Tangentialebenen. Man sieht nun leicht, daß 
sowohl das Doppel Verhältnis dieser vier Punkte, als das der vier Ebe- 
nen dargestellt wird durch 



und daher bestellt der folgende 

Satz von Chasles: Das Doppelverhälliiis vou vier beliebigen Punk- 
ten anf einer (nicht torsalen) Erzeugenden einer windschiefen R«gfl- 
fliUihe ist gleich dem der vier entsprechenden Tangentialebenen. 

Wir wollen sogleich einige Folgerungen aus diesem wichtigen 
Satze anführen. 

a) Es sei eine Eegelüache 31 als Ort der oo^ Geraden definiert, 
die drei Linien Pj, F^, P^ treffen, P sei ein Punkt von 9V, g die durch 
ihn laufende. Erzeugende und P^, P^, P^ die Punkte, in denen g die 
Leitlinien trifft. Sind nun i,, t^, t^ die Tangenten an diese Linien in 
jenen Punkten, so werden die Ebenen 

die Tangentialebenen an 91 in jenen Punkten sein. Ist dagegen jt die 
Ebene, die 9V in P berührt, so haben wir zufolge des Chaslesscbeu 

Dies letztere Doppel Verhältnis ist nun bekannt, in dem ersteren kennt 
man ;tj, jIj, sig, also kann man jt durch ein aus der projektiven Geo- 
metrie bekanntes Verfahren erhalten. Man ist also imstande, die Tan- 
gentialebenen an eine beliebige durch drei Leitlinien bestimmte ßegel- 
fläche zu legen. 

b) Es seien 91, und Sl^ Regelflächen, die eine Erzeugende y ge- 
meinsam haben. Jede durch g gelegte Ebene ji berührt 01^ in einem 
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Punkte Pj und SVg in einem Punkte P^ von g. Rotiert nun % um g, 
so beschreiben P[ und P^ zwei Punkfcreihen, die projektiv zu dem 
durch sr erzeugten Büschel sind, und also auch zueinander. L und M 
seien deren Doppelpunkte, X und ft die entsprechenden Tangentialebenen ; 
1 beröhrt in h, ji in M, sowohl Slj, als auch fl^g, also berühren eich 
auch 9Vj und 91^ in i und M. Demnach: Haben zwn Regelflächen 
eine Erzeagende gemeinsam, s« berühren sie sich in zwei (reellen 
oder konjugiert imaginären) Pnnkten derselben. 

c) Wir betrachten wiederum zwei Flächen Slj und Slj, die eine 
Erzeugende g gemeinsam haben, und woRen annehmen, daß sie in drei 
Punkte A, B, C auch gemeinsame Tangentialebenen a, ß, y haben; da- 
gegen seien %^ und ji^ die Tangentialebenen an 9V^ und SV^ in einem 
anderen beliebigen Punkte von g. Wenden wir nun zweimal den Satz 
von Chasles an, so ist 

{ABCF) - («Or.-».), {ABCF) - («,i,«,), 
also 

woraus folgt, daß n^ und %^ zusammenfällt. Demnach: Haben zwei 
Regelflä«hen in drei Punkten einer Erzeugenden gemeinsame Tan- 
gentialebenen, so haben sie auch in allen übrigen von tj dieselben 
Tangentialebenen. Solche zwei Mächen heißen „längs jener Erzeugen- 
den verbunden". 

d) In Folge des Chaslessehen Satzes können die Normalen einer 
Regelfläche längs einer Erzeugenden g angesehen werden als erzeugt 
durch die Verbindung der einzelnen Punkte von g mit den entspre- 
chenden einer projektiven Punktreihe, die als Sitz die unendlich ferne, 
allen zu g senkrechten Ebenen gemeinsame Gerade hat; man kann also 
sagen: Die Normalen einer Regelfläche in den Funkten einer Erzeu- 
genden bililcn ein hyperbolisches Paraholoid. 

Zur Übung. Zu zeigen, daß die für die durch Gl. (2) Nr, 266 dargestellte 
Fläche dieaes Paraholoid die Gleichung hat 

+ t ' 

- D l'-I- (y - vW+(ß-OS ' 

e) Es sei wieder g eine Erzeugende von 9V, und r eine andere be- 
liebige Gerade; wir schneiden 9V mit den Ebenen eines Büschels dessen 
Achse r ist; jedem Punkte G von g entspricht dann sowohl die zu- 
gehörige Tangentialebene ;< an 91 als auch die Ebene Gr = S. Die Ge- 
rade yi5 = fc ist dann offenbar die Tangente an die Kurve, in der SV 
von d geschnitten wird. Lassen wir nun G die Gerade g durchlaufen, 
so beschreiben die Ebenen y und Ö zwei projektive Büschel, und da- 
her beschreibt h eine Kegelschar. Im spezieilen, weno wir r ins Un- 
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eadliche verlegen, so ergibt sich: Schneidet man eine Regelflüehe 
durch eine Folge von parallelen Ebenen, so hilden die Tangenten 
an die Sclinittknrven in den Punkten einer und derselben Erzeugen- 
den ein hyperbolisches Paraboloid. 

375. Wenden wir auf die dui-eh Gl. (1) in Nr. 26G dargestellte 
Kegelfläehe die Formel (H) aus Nr. 225 aü, so erhalten wir als Grlei- 
cliung der parabolischen Kurve: 

<f'{t) i{t) ^-(t) 1 

m n'it) rw =0. 

'p(i) x{t) Hi) : 

Hipraus schließen wir (vgl Nr. 267): Die parabolische Kurve einer 
windschiefen Regelflüehe besteht aus ihren torsalen Erzengenden (wäh- 
rend bei einer Kegel-, Zylinder- oder abwickelbaren Fläche alle Punkte 
parabolisch sind). 

Wenn man durch einen beliebigen. Punkt des Raumes die Par- 
allelen zu sämtlichen Erzeugenden einer Regelfläehe zieht, so erhält 
man, wie schon (in Nr. 2ö6) gesagt, den Leitkegel der Fläche; vari- 
ieren wir jenen i?unkt, so wechselt auch der Kegel, aber er erleidet 
offenbar nur eine Parallel Verschiebung zu sich selbst. Nehmen wir als 
Scheitel jenes Kegels den Koordinatenanfang, so erhalten wir seine 
Gleichung offenbar durch Elimination von t aus den drei Gleichungen 

_x _ _y_ ^ 2_ 

9(0 zit) ip(<) 
und demnach läßt sich der Kegel parametrisch darstellen durch 

x^u-ip(t) y-u-z(t) z^u-t{t). 
Die allgemeine Gleichung dev Tangentialebene an diesen Kegel ist dem- 
nach I 3, y ^ 

1^(0 t{t) Mß) -^ (3) 

i ¥{t) z(t) f'(f) 

Hieran** laßt «ich eine bemerkenswerte Folgerung ziehen. Betrachten 
wir namlich luf der Erzeugenden (t) der Regelfläche den unendlich 
fernen Punkt, für den ja m = ou lat, so hat die entsprechende Tangen- 
lalebene (eme asymptotl^che Ebene für die Fläche) die Gleichung, 
an dus (1) erhdlt, wenn man m ihr u nach co tibergehen läßt; 

"''''° \x^m s-iw ''-«Ol 

! ,f(() x(t) *{') ^-0 (9) 

Vergleichen wir nun (T) und (3) miteinander, so sehen wir, daß sie 
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zwei zueinander parallele Ebenen darstellen; also schließen wir: Die 
asymptotische Ebene einer R«gelfläehe für eine beliebige Erzengende 
f/ ist parallel zur Berfiliningsebene des Leitkegels längs der zn g 
parallelen Kegelseite. 

276.') Auf der durch den Parameter t bestimmten Erzeugenden 
g der Regelfläche 91 betrachten wir zwei den Parametern u, und m, 
entepreehende Punkte P^ und P^; die Gleichung der Berührungsebenen 
erhalten wir aus (1), wenn wir darin m = «, oder u^ setzen. Sollen 
nun %j und %^ zueinander sentrecht stehen, so muß sein 

\\ 9 X i/' I; :: ?> X ^ W 

Da diese Beziehung vom ersten Grade in Wj, Mj und symmetrisch in 
diesem ist, so stellt sie eine Involution dar. Also: Die Pnnktepaare 
anf den Erzengenden einer Regelfläche, in denen die Tangentialebenen 
aufeinander senkrecht stehen, bilden eine quadratische Involution. 

Der Zentralpunkt der Involution heißt (nach einem Vorschlage von 
Chasles) der Mittelpunkt der Erzeugenden; den Wert «„ des ihm 
zukommenden Parameters erhält man aus Gl. (4), wenn man darin 



setzt; er ist demnach die Wurzel folgender Gleichung 
■ (5>' + Vz'+^'Z'') + %(<P^ + X^ + t^)> 'P9+XX+ '''^' ]^(j ,5-) 
\{k'<p + r}'X + ^i') + ^h{9'P'+XX+^t''), <p''+X^+^^ I 
Bei Variation von t stellt (ö) den Ort der Mittelpunkte auf der Segel- 
fläche dar, und dieser heißt die Kehlliuie oder Striktionslinie der 
Fläche; es ließe sich zeigen, daß sie der Ort der Fußpunkte der kür- 
zesten Entfernungen benachbarter Erzeugenden ist, womit wir eine 
zweite Definition der Kehllinie haben würden. 

Wenn wir als Anfangspunkt (vgl. Nr. 266) anf einer Erzeugen- 
den den Mittelpunkt wählen, so wird die Gl. (5) durch «„ = befrie- 
digt, und dies verlangt, daß die Identität bestehe 

i.'v+v'x'+t'p' 99 + XX + 'Pf' ;_Q ^ .g. 

1 i'9 + n'x + t'il-' v^+X^+'f' I 
Nehmen wir zudem an, daß (s. Nr. 266 Schluß) die Identität bestehe 

9=' + Z' + »/^ = 1. 

99' + ZZ'+ t/"A'= 
und daher wird (6) zu 

l'(p'+ v'% + £>'= 0. 

1) Diese etwas knapp gehaltene Nr. kann wob! beim ersten Studium über- 
gangen weiden. 
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Nim entnimmt man aus Gl. (1), wenn to und jt die Berührungs ebenen 
an die Fläche im Anfangspunkt der Erzeugenden {() and im Punkte 
P = (tit) sind, daß dann zufolge der gemachten Annahmen 
II *)> — £'z ä'fp — 1> i'z — v'v Ji' 
f„2/ \ ..B I ^'X — '^X tf'— ' ^'f <fz—<p'z\ 

'W + nz+i'^' 9>'+x'+^* ; 

oder, da u die Länge der Strecke OF mißt, 

tg((ajr) = -l>ÖP, 
wo l eine Größe bedeutet, die nur von t abhängig ist. Diese be- 
merkenswerte Beziehung wird gewöhnlich M. Chaslea zugeschrieben, 
obwohl sie zuerst von W. II. Hamilton entdeckt worden ist.^) 

§ 2. Algebraische Begelöächen. 

277. Wenn die Gleichung, die durch Elimination von t und it, 
aus den drei Gleichungen (2) in Nr 266 entsteht, algebraisch ist, so 
heißt auch die zugehörige Regelfiache algebiaisch. Es sei nun n ihre 
Ordnung, v ihre Klasse; es besteht dann, iMe wir zeigen werden, eine 
höchst einfache Beziehung zwischen die'^en Großen. Eine beliebige Ge- 
rade r des Raumes trefie die Flache in den Punkten G^, G^. . . G^; 
durch jeden geht eine Erzeugende der Flache diese seien g,, g^...g^. 
Die Ebenen rg^, rg^ . . . rg^ sind dann, da sie je eine Erzeugende ent^ 
halten, Beriihrujagsebenen der Fläche; also ist v^n. Sind ebenso y^, 
y^ ■ ■ ■ y,, die durch r an die Fläche gelegten Berührungs ebenen, so 
enthält jede eine Erzeugende g^ der Fläche; jeder der Punkte ry^, 
ry^ . . . ry^ wird ihr angehören, daher ist v ^ «. Die beiden aufge- 
stellten Beziehungen verlangen, daß n = v, folglich: Bpi jeder alge- 
braischen ßegelfläche ist die Ordnung gleich der Klasse. Diese Zahl 
wollen wir den Grad der Regelfläcbe nennen. 

Satz: Die Geraden, die zugleich drei Raumkurven r^, r^. r^ von 
den Ordnungen n^, ii^, «3 treffen, die nicht zu je zweien Punkte 
gemeinsam haben, bilden eine Regelfläche vom Grade n=2n-,n2n^. 

Beweis. Offenbar ist n eine Funktion ip der drei Ordnungen, und 
es kommt nur darauf an, die Form von <p{^i,n2i^h) festzustellen. Nun 
ist « die Zahl der Schnittpunkte einer beliebigen Geraden r mit der 
Fläche, und da durch jeden von ihnen eine Erzengende geht, so ist n 
zugleich die Zahl der Geraden, die r, F^, F^, F^ zugleich treffen. Nun 
ist aber die Regelfläche gebildet aus den Geraden, die r, F^, F^ treffen 
vom Grade q){l, n^, n^). Diese wird nun von F, in )i, - 91(1, «j, %) 

1) C. Segre, Monge e le congrueiiee generali dt rette (Bibliotheca mathe- 
matica, lil. Reihe, VIII. Bd. 1908, S. S21— 24). 



Hosted by 



Google 



234 ^I- Buch. Flächen. 

Punkten getroffen; dureh jeden dieser geht eine der fraglichen Erzeu- 
genden, folglich ist 

oder ipi^i, %i %) ■= ^1- 'P(}i %' "a) (*) 

Ebenso laßt sich zeigen, daß 

tp(n^, n^, «a) = »2- fp{n^, 1, %) = %■ 9'(«ii "-jt !)■ 
Setzen wir in dem ersten E'alle %= 1, im zweiten n^='n^'-^ 1, so 

^''^ <p(hn„n,)^n,-^{\,l,n,) (**) 

und 9>(1, 1, %) = %-9)(l, 1, 1) (***) 

Multiplizieren wir die drei bezeichneten Relationen miteinander, so 
bekommen wir 

(piiii, «2, «j) = «1 ■ «2 ■ **b' 9'(1| ^' ^)' 
Nun ist aber bekanntlich 

<p{l, 1, 1) - 2 
und daher 'pi'^i, ^i %) ^ iJMiWaKj, w. z. b. w. 

Wenn zwei der gegebenen Kurven, z, B. Fg und Tj einen Punkt 
P gemeinsam haben, so genügen alle Geraden, die Tj von P aus proji- 
zieren der Bedingung, demnach scheidet sich von der Regelfläehe ein 
Kegel von der Ordnung n^ ab. Hieraus schließt man leicht: Alle Ge- 
rade«, die drei Kurven vou der Ordnang «„ n^, n^, die zu je zweien 
k^, k^, fcg Punkte gemeinsam haben, in getrennten Punkten treffen, 
bUden im allgemeinen eine Regelfläclie vom Orade 

§ 3. Aufgaben der daretellenden Geometrie über Begelflachen. 

3T8. Eine Regelfläehe wird graphisch dargestellt, indem man 
ihre einzelnen Erzeugenden darstellt; ist sie durch ihre drei Leitlinien 
ri, Fg, Fg bestimmt, so erhält man jene Erzeugeaden im allgemeinen, 
indem man F^ und F^ von Punkten der F^ aus projiziert, also indem 
man die je zwei Kegeln gemeinsamen Erzeugenden aufsucht; diese 
Konstruktion ist i. a. nicht einfach, in besonderen Fällen aber läßt sie 
sich jedoch vereinfachen, wie wir Nr. 279fF. sehen werden. 

Wendet man Orthogonalprojektion an, so hat die Fläche zwei 
scheinbare Umrisse, deren Projektion im Grundriß die Enveloppe der 
ersten Projektionen g' der Erzeugenden und im Aufriß die der zweiten;;" 
ist; der Ort der Schnittpunkte entsprechender ^ und /' ist die Kurve, in 
der die beiden Projektionen des Schnittes der Fläche mit der zweiten 
Haihierun gsebene zusammenfallen; schließlich der Schnitt der Fläche 
mit der Grand- und Aufrißebene, ist der geometrische Ort der betref- 
fenden Spurpunkte der Erzeugenden in diesen Ebenen. 
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Wendet man Zentralprojektion an, SO tat man: 1. den Ort der 
Spurpunkte der Erzeugenden in der Bildebene, 2. den Ort der ent- 
sprechenden Fluehfcpnnkte; die Enreloppe der Verbindungslinien zu- 
sammengehöriger Punkte beider Kurven liefert den scheinbaren Umriß 
der Fläche, gesehen vom Projektionszentmm aus. 

Im Folgenden soU nun die Methode der Orthogonalprojektion zur 
Lösung einiger Aufgaben über Regelflächen zur Anwendung kommen; 
aber es wird dem Leaer nicht entgehen, daß aucli die Zentralprojek- 
tion, in besonderen Fällen auch andere Methoden auf die dargelegten 
Auflösungen wohl anwendbar sind. 

I. Den Schnitt einer Regelfläehe mit einer Ebene zu bestimmen. 
Auflösung. Ist die Ebene T^[(i,ig] senkrecht zur Grund- (oder 

Auf-) rißebene, und betrachten wir eine Erzeugende g = (ß', g"); so ist 
der Punkt X'^g'i^ die Projektion eines Punktes der gesuchten Kurve; 
die zugehörige Ordinate schneidet g" in X", dessen Ort die zweite Pro- 
jektion jener Kurve iat. Wenn jedoch t keine projizierende Ebene ist, 
80 kann man sie durch Verlegung der Bezugselemente dahin bringen, 
indem man als Aufrißebene eine zu i^ senkrechte Ebene wühlt. — Ohne 
diesen Kunstgriff kann man auch so verfahren: Es sei h diejenige Ge- 
rade von r, die sich im Grundriß als g' projiziert; A'fäUt also mit g' 
zusammen, während h" sieh finden läßt; alsdann gehört der Punkt 
X" = ^'h" dem Aufriß der gesuchten Kurve an; die zugehörige Or- 
dinate trifft (/' in X'. 

Zur Übun^. Man verauche, diesen Gfrundgedankea auf die BeBtimmung des 
ebenen Schnittes eines Kegels oder Zylinders anzuwenden (vgl. Nr, 257). 

Aumerkung. Die duale Aufgabe, d. i. von einem Punkte _P aus 
den Tangentialkegel an eine Regelftäche zu legen, wird gelöst, indem 
man die oo^ Ebenen konstruiert, die durch P und die Erzeugenden 
der Fläche gehen. 

II. Die Schnittpunkte einer Gerailcn mit einer Regelfläche zu 
konstruieren. 

Auflösung. Wir suchen (m. s. o.) die Kurve F auf, in der die 
Fläche von der die Gerade r = (r, r") — z. B. auf die Grundebene — 
projizierenden Ebene geschnitten wird. Dann trifft r" die F" in den 
Aufrissen der gesuchten Punkte, die zugehörigen Ordinalen liefern in 
den Schnitten mit r den Grundriß. 

III. Die Schnittknrve zweier Regelflüchen Sl und Si^ zu bestimmen. 
ÄnflSsuug. Die Schnittkurve ist der Oi-t der Punkte, in denen 

die Erzeugenden g der ersten Fläche SV die Erzeugenden h der zwei- 
ten Fläche Slj treffen. Ist im speziellen 91 eine Kegelfläche mit der 
Spitze V (oder ein Zylinder), so projiziere man von V aus eine Er- 
zeugende /( von Slj und bezeichne mit ^, , ßa . . . die in der Ebene Vh 
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liegenden Erzeugendea von Sl, die Punkte h^,, hg^ ... gehören der ge- 
suchten Kurve an. 

Durch jeden Punkt der Schnittlinie von SV und SV, geht eine Er- 
zeugende g und eine h; die Ebene gh ist eine genieiaeame Berührungs- 
ebene für 91 und Si, ; somit ist zugleieh die Aufgabe gelöst, die awei 
Regelflächen umschriebene Ahwickelliare zu finden. 



§ 4, UDtersuchung und Daratellung einiger spezieller Eegelflächen. 
I. Axoiden und Pseudoasoiden. 
279. Eine Regelfläehe, die eine in endlicher Entfernung befind- 
liche geradlinige Leitlinie d hat, heißt Axoide; eine solche kann ana- 
lytisch durch drei Gleichungen von folgendem Typus dargestellt werden 

wenn man als «-Achse die Gerade d nimmt, oder durch eine Gleichung 
von folgendem Typus: 



=-»©+.■/(:;) +.(f). 



Um eine solche Flache in Orthogonaipi'ojektion bequem darzu- 
stellen, nehmen wir zweckmäßig ala Grundebeue eine zu d senkrechte 
Ebene und geben außerdem die bei- 
den Projektionen der als weitere 
Leitlinien dienenden KuiTen F und 
z/ (b. Fig. 119). Alsdann projizieren 
sich alle Erzeugenden g der Fläche 
in die Geraden g' des Büschels mit 
n Zentrum (?". 
Ißt ein Punkt I' der Fläche 
nun durch seine erste Projektion, 
etwa P', gegeben, so findet man die 
zweite P", auf folgende Weise: Man 
*'" '"" verbindet P' mit d'; die Verbin- 

dungsUnie g' trifPt F' in C, J' in D'. C" und B" seien die entsprechen- 
den Punkte auf F" und ^"; wo nun die Gerade C"D"^g" die Ordi- 
nate von P' trifft, liegt P". 

Alle Geraden tf' umhüllen nun den zweiten scheinbaren Umriß 
der Axoide, auch dieser kann u. a. dazu dienen, zu der zweiten Pro- 
jektion eines Punktes der Fläche die erste zu finden. Zieht man 
nämlich von P" an den Umriß die Tangenten /', die F" und ^i" in 
C" und ^' treffen, bestimmt daraus C und D', so schneidet die Vcr- 
bindungshnie CD' ^ g' die Ordinate von P" in P'. 

Es ist leicht den Gnindriß der Schnittknrve S einer beliebigen 
horizontalen Ebene mit der Axoide zu konstruieren. Ist nämlich t^ 
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■die Spurlinie der Ebene, und schneidet eine beliebige Erzeugende diese 
in X, so ist X'^t^g", während X" der Schnitt der entsprechenden 
Ordinate mit g' ist. Der Ort der Punkte X' iat die gesuchte Schnitt- 
kurve 2!. 

Hieraus ergibt sich auch ein Verfahi-en, die Taugential ebene in 
einem Punkte P der Äxoide zu bestimmen. Dieae enthält nämlich zu- 
nächst die entsprechende Erzeugende; man suche demnach die Schnitt- 
feuiTe 2 der Fläche mit der durch P gehenden horizontalen Ebene 
(deren zweite Spurlinie t^, die durch P" zur Achse gezogene Parallele 
ist). Dann projiziert sich die in P an 2 gezogene Tangente t im Auf- 
riß als f^, im Grundriß als die von P' an 2' ^ "" 
( und g bestimmen die gesuchte Tangentialebene. 

Man beachte noch, daß die Betrachtung der Kurve 21' zu einem 
zweiten Verfahren führt, die erste Projektion eines Punktes P der 
Fläche, dessen zweite Projektion man kennt, zu bestimmen. Man suche 
nämlich die Kurve 2;' für die Ebene, die als zweite Spur die durch 
P" zur Grundlinie gezogene Parallele hat; sie wird von der Ordinate 
von P" in dem gesuchten Punkte P' geschnitten. 

Zur Übnu^. I. Die Taagenteneberen einer Axoide durch Anwendung des 
Chaslesschen Sataea (Nr. 271) zu bestimmen. — II. Welche Modifikationen treten 
in diesen Konstruktionen auf, wenn die Leitlinie ^ unendlich fern (auf einem 
gegebenen Kegel) sich befindet? 

Eine den Axoiden analoge Fläche kann man erhalten, wenn man 
als "gerade Direktrix eine unendlich ferne Gerade nimmt; sie heißt eine 
Pseudoaxoide, läßt man jene in der xy-Eheue gelegen sein, so ist 
die Fläche analytisch darstellbar durch drei Gleichungen von folgen- 
dem Typus: 

^ = l(() + « ■ <p(t), y-v{t) + u- x(t), z = W), 

oder durch eine von folgen- 
der Form 

«(2) ~ X(s) 

In Orthogonalprojek- 
tion kann sie sehr leicht 
dargestellt werden, wenn 
man eine der Projektions- 
ebenen, z. B. die Grundriß- 
ebene durch die unendlich 
ferne Direktrix gehen läßt. 

Die Erzeugenden sind 
alle zur ersten Projektions- 
ebene parallel, daher ihre 
Aufrisse zur Achse a^^ parallel. Sind (Fig. 120) wie früher r= (F', T") 
und ^ ^ (z/', d") die krummen Leitlinien der Pseudoaxoide, so kann 
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eine beliebige zur Grundlinie a^^ parallele Gerade g" als die zweite 
Projektion einer Flächenerzeugenden angesehen werden. Seien C" (auf 
r") und I)" (auf z/") die Vertikalprojektionen der Treffpunkte der be- 
trachteten Erzeugenden mit den Leitlinien; man suche G' und ö'; 
ihre Verbindungslinie ist g. Läßt man nun g" parallel zu sich selbst 
bewegen, so erhält man alle die FMchenerzeugenden; die Enveloppe 
von g' ist der Grundriß der zweiten scheinbaren Umrisse der Fläche. 
Daraus folgt durch Betrachtungen, die analog denen sind, die wir bei 
den Axoiden angestellt haben, ein leichtes Veifatren um üie erste Pro- 
jektioft P' eines Flächeiipnnktes zu Andeii, deren zweite bekannt ist, 
wie auch um den Änfriß der Kurve punktweise zu beschreiben, in 
der die gegebene Fläche durch eine Ebene r = [*i, i^ geschnitten 
wird, welche auf iti senkrecht steht. Daraus ergibt sich dann eine 
Methode, die Berührungsebene in einem beliebigen Plächenpankte 
P = (P'j P") zu konstruieren : diese Ebenen sind nämlich bestimmt 
durch die durch P gehenden Erzeugenden und durch die Gerade, welche 
in P die Kurve berührt, in der die Fläche von einer P enthaltenden 
Vertikalebene geschnitten wird. 

Zur tibnug. Üie Tangentialebene einer Pseudoasoidc durch Anwendung des 
Chaelesschen Satzee (Nr. 274) ku bestimmen. 

280. Zur Kategorie der Äsoiden gehören einige, die in der Archi- 
tektur vorkommen; die bekannteste ist die „Wölbfläche des schiefen 
I Einganges" („biais passe" der 

..P Franzosen, „volta a sbieeo" der 

--- — ^~~~~~-..,,--''/j~~~~^l Itahener). Sie wird folgender- 

/^ ^-- /\ / / X £ ■ maßen erzeugt: Gegeben sind 

' ' '■ / /v' / A '-■ ^'^^^ behebig in zwei zueinander 

/ /' :/ / ;\ k / V parallelen (vertikalen) Ebenen 

— jj- - / ■ -4 — ^Y y . \ r-y f" - ^ — gelegene Kreise (in der Praxis 

; ' / ' ; / /■'' ' Halbkreise) Kj, K^, deren Durch- 

\/ vi / messer Ä^B^ und A^B^ in einer 

A, KJ "■" g;b, ^'b- 131- horizontalen Ebene liegen; auf 

" dieser errichte man im Mittel- 

punkte C des Parallelogramms Ä^A^B^B^ die Senkrechte w: die fr^- 
liche Wölbfläehe ist dann die Regelfläche mit den drei Leitlinien n, 
Kl, K^. Um sie in Orthogonalprojektiou darzustellen, nehmen wir die 
Ebene des Parallelogramms als Grundrißebene und die Parallele zu 
A^B^ durch C als Grundlinie (s. Fig. 121). Das Parallelogramm fäUt. 
dann mit dem Grundriß zusammen; im Aufriß fallen die Ecken auf 
die Grundlinie a^^. Grundrisse der beiden Kreise sind dann die Strecken 
A^B^ und A^B^, die Aufrisse sind Kreise über den Durchmessern 
A^'B^' und ia"5g". Die Gerade n bildet sich ab in n' senkrecht zu 
ttij in C, während n" mit C zusammenfällt. Eine beliebige F '' 
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g der Fläche geht im Aufrisse durcli C; sie möge Kj" in G^" treffen 
und Kg" in G^", man findet nun leicht G^' und G^', deren Verbindungs- 
linie (/" sein wird. 

Der Grad dieser Regelfläelie, die anscheinend nach dem Satz in 
Nr. 277 vom achten Grade ist, erniedrigt sicli infolge der gegenwär- 
tigen Lage der Leitlinien, wie wir nun zeigen wollen, indem wir ihre 
Gleichung aufstellen.*) C nehmen wir als Anfangspunkt, n als »/-Achse, 
und die Gerade %j als x-Achse; dann sind die Gleichungen der hei- 
den Kreise y = ^ h, (x^ay + ,'^r', 

p = + b, (x + ay + 2^ = r^. 
Nimmt man nun auf der y-Achse einen heliehigen Punkt, etwa den, 
für welchen y = i;, und projiziert von ihm aus die beiden Kreise, so 
erhält man die beiden Kegel 

r\-^ - y)ä= 2\b + ii)'+ [^(6 + v) + <y - ^)]', 
,-3(^ - vY = b\— ö + 3?)' + ix{~ b + ri) — a(y~ i;)^. 
Die diesen beiden gemeinsamen Erzeugenden gehören der Wölbfläche 
an; nun fallen für sj = beide Gleichungen in die eine 

j-y^ ÖV+ {bx + ayy 
zusammen, weshalb dieser Kegel auch zu der Fläche gehört. Der üb- 
rige Teil hat eine Gleichung, die man durch Elimination von t; aus 
den vorigen erhält. Subtrahiert man diese voneinander, so bekommt 
^^^ _ bz^ + x{bx-\-ay) 

und setzt man diesen Wert in die vorige Gleichung ein, so scheidet 
sich der Faktor x^ + z^ ab, und es bleibt 

laxy + b(x^+ 2=)]*= l^r^x^ + b\r^ ~ a^)s\ 
Dies ist die gewünschte Gleichung; da sie vierter Ordnung ist, so ist 
damit der Grad der Wölbfläche als vier nachgewiesen. Da die Glei- 
chung sich nicht ändert, wenn man die Vorzeichen der Koordinaten 
wechselt, so ist der Anfang ein Mittelpunkt der Fläche. Eine beliebige 
durch die »/-Achse gelegte Ebene sehneidet die Fläche längs zweier 
paralleler in bezug auf den Mittelpunkt symmetrischer Geraden, usw.') 
Zur Übung. Ähnlich obiger Wölbfläche sind die als „arriere voussure de 
Marseille" und „arriere voussurc de Montpellier" bezeichneten Flächen. Die erste 
hat als Leitlinien zwei in zueinander parallelen Ebenen gelegene Kreise von vet- 
sohiedenem Radius und die vom Zentrum des einen auf die Ebenen selbst ge- 
fällte Senkrechte. Die andere hingegen hat als Leitlinien einen Kreis, die im 
Mittelpunkte zu seiner Ebene errichtete Senkrechte und eine au dieser Ebene 
parallele Gerade. Diese Flächen sind darzustellen nnd zu untersuclien. 

1) Dasselbe kann man durch Anwendung des Schlusses von Nr. 277 erreichen. 

2) Eine eingehende Untersuchung dieser Fläche findet sich im H. Bd. des 
Traile de gdoin. ähcripttve von J. de la Gournerie (2. Aufl., Paris 1880 S. 208 ff.). 
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281. Eine Regeifläclie die (man sowohl als Axoide wie Psendoaxoide 
ansehen kann, d. h.) zwei Greraden als Leitlinien hat, von denen eine 
im Unendlichen liegt, heißt ein Konoid. Eine solche Fläche ist da- 
her der geometrische Ort der Geraden, die atets eine feste Gerade 
(die Leitgerade) ta:effen, parallel zu einer festen Ebene (der Leit- 
ebene) laufen und noch einer anderen Bedingung unterworfen sind. 
Je nachdem die Leitgerade zur Leitebene senkrecht steht oder nicht, 
heißt das Konoid ein gerades oder schiefes. 

Wir nehmen als Leitgerade die ^f-Ächse eines kartesischen Systems 
(das nicht rechtwinklig zu sein braucht) und als Leitebene die xy-Ebene, 
dann kann das Konoid in folgender Weise parametrisch dargestellt 

z = u- <p(t), y = u- x(t), z - il>(t), 
woraus hervorgeht, daß , ,, , 

die allgemeine Gleichung des Konoids ist. 

Meusnier^)hat folgende Anwendung der Konoide auf die Aufgabe 
erdacht: *Die Tangentialebenen, die durch eine Gerade g an eine be- 
liebige Fläche 3^ gelegt werden können, zu bestimmen». Man kon- 
struiere das Konoid, das gebildet wird von den Geraden die JF berühren, 
g treffen und parallel einer beliebigen Ebene ä sind; es genügt hier- 
für g und fF mit einer zu d parallelen Ebene zu schneiden und von 
dem erhaltenen Punkte an die entstandene Kurve die Tangenten zu 
ziehen, Ist nun F die Berührung skurve zwischen ST und dem Konoid, 
so bestimmt jede Tangente von T, die g trifft, mit dieser Geraden eine 
der gesuchten Ebenen. 

Zur i'butig. Die Isophoteu eines Konoids zu unteranchen. 

282. Der Cono-cuneas (Kegel-Keil) vou Wallis. Das einfachste 
Konoid ist das hyperbolische Paraboloid. Ihm am nächsten in bezug 
auf Einfachheit steht das gerade Konoid, das als zweite Direktrix einen 
Kreis ^ hat, dessen Ebene parallel der geraden Direktrix ist. Es hat 
den Namen Kreiskonoid oder Cono-cuneus von Wallis oder 
Kegel-Keil, und (wegen gewisser Anwendungen in der Architektur) 
durch die Franzosen voüte d'aretes en tour ronde erhalten. Diese 
Fläche wird also gebildet von allen Geraden, die auf einer gegebenen 
Geraden d senkrecht stehen und durch einen Kreis gehen, dessen Ebene 
zu d parallel geht. 

Um eine bequeme graphische Darstellung zu erhalten, nehmen 
wir die Leitebene als Grundriß- und eine zur Ebene des Kreises parallele 



1) Vgl. Th. Olivier, Coiws de geometrie descriptive, Ued. (Paris 18ö4) p, äBl. 
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als Aufrißebene (s, Fig. 122). Dann bildet eich dieser in wahrer Größe 
ab im Aufriß, im Grundriß als eine zu der Achse parallele Strecke 
A' S, gleich dem Durchmesser; die gerade Direktrix d wird im Grund- 
riß zu einem Punkte D' ~ S, im Aufriß zu einer zur Achse senk- 
rechten Geraden ä' . 

Die Erzeugenden g werden im Grundriß zu Geraden, die durch 
jy gehen, im Aufriß zu Parallelen zur Achse a^^. Genauer: Jede durch 
jy gebende und die Strecke Ä'S in 
einem reellen Punkte G' treffende Ge- 
rade ist die Projektion zweier Er- 
zeugenden der Fläche. Neunen wir näm- 
lich G" und Gj" die (reellen) Punkte 
in denen die Ordinate von Q' den Kreia 
J" trifft, so sind die durch G" und 
Gj" zur Achse gezogenen Parallelen 
die zweiten Projektionen g" und g^' 
der beiden Erzeugenden, deren erste 
Projektion g' war. Umgekehrt wenn 
eine Gerade Ä", parallel zur Achse, A' 
in den beiden Punkten W und H^' 
trifft, und es treffen die zugehörigen 
Ordinaten Ali in R' und H^, so sind 
die Geraden i)'Zf'undZ)'.Hj', die ersten 
Projektionen A' und Aj' jener beiden — 
Erzeugenden, deren zweite Projek- 
tionen in Ä" zusammenfallen. Hieraus 
geht herTor, daß die ersien Projek- 
tionen der reellen Erzeugenden alle 
innerhalb des Winkels A'D'K liegen *ib. i^a. 

müssen, und daß dieser daher den ersten scheinbaren Umriß der 
Fläche bildet, die zweiten Projektionen aber alle innerhalb des von 
den zu a,3 parallelen Tangenten von A" gebildeten Streifens liegen, 
weshalb dieser den zweiten scheinbaren Umriß bildet. 

Die obigen Betrachtungen setzen uns in den Stand, Punkte der 
Fläche, die durch eine Projektion gegeben sind, darzustellen. Ist 
nämlich M' ein innerhalb des Winkels ÄB'S gelegener Punkt, so 
ziehe man D' W = g' und bestimme hierzu die zweiten Projektionen 
? "i ?i "i ^'ßse werden von der Ordinate von M' in den Punkten M", 
My" geschnitten, die beide zu M' gehören. Ist hingegen iV" inner- 
halb des vorhin gekennzeichneten Streifens gegeben, so ziehe man 
durch ihn die Parallele A" zur Achse und suche die ersten Projektionen 
h' und /ij' der Erzeugenden K und Äj deren Aufriß h" war; sie schneiden 
die Ordinate von A"' in A" und JV"^', dem Gi-undriß der gesuchten Punkte. 
Zur Übuii^. Den Seitenriß des Kegelkeiie herzuatellen. 
Lori«-Sohütte: Daralellende Geometrie, n. Bd. 16 
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283. Eine niitzliclie Anwendung des Vorigen ist die BeE^timmung 
(1er Schnittlinie £ des Kegelkeils mit einer zum Leitkreise parallelen 
Ebene. Es sei ^ die erste (natürlich zur Achse parallele Spur der 
Schnittebene), dann wird irgend ein Punkt W von t^ einen Punkt von 
£ im Grundriß darstellen, wir können also M" finden. Sind nun 
Q, R, S die Schnitte von d" mit A'B', (i, g", so folgt {s. wieder 
Fig. 122) aus den ähnlichen Dreiecken B'M'Ji, D'G'Q, daß 
M'R _ B'B . JM"g_ jyB, 

G-Q~vq' ^^^'^ 'g-'s~d-q' 

Nun hat das letzte Glied einen von M' nnahhängigen Wert, weshitlb 
für alle Punkte von .S >--.-ö konstant ist. Dies zeigt, daß U" die- 
jenige Kurve ist, die dem Kreise z/" entspricht in der Affinität, die 
d" als Achse und j. als Äffinitätsverhältnis hat. 2^" ist also eine 
Ellipse, und dasselbe gilt von 2J, da diese Kui've identisch mit ihrer 
Vertikalprojektion ist. Folglich: Die zum Leitkreise eines Kegelkeils 
parallelen ebenen Schnitte sind Ellipsen. Ebenen, die gleichen Ab- 
stand von der Leitgeraden haben, liefern kongruente Ellipsen, insbe- 
sondere gibt es außer ^ noch einen kreisförmigen Schnitt; er wird 
von der zu d symmetrisch zur Ebene von z/ liegenden Ebene geliefert. 
Aus dem Vorigen ergibt sieh eine Konstruktion der Tangential- 
ebene in einem beliebigen Tunkte M des Kegelkeils. Diese geht näm- 
lich in erster Linie durch die den Punkt M enthaltende Erzeugende 
g = (g',^'): ferner geht sie durch die Tangente m in iff an die zum 
Leitkreise ^ parallele Schnittlinie Z". m' fällt nun mit der durch ilT 
zur Achse gezogenen Parallelen zusammen, m" ist die Gerade, die in 
der früher angeführten Affinität der Geraden t entspricht, die z/" in 
G" berührt. Nun schneiden sieh aber zwei affine Geraden auf der 
Achse, folglich ist m" nichts anderes als die Verbindungslinie der 
Punkte M" und td". Somit ist die gesuchte Ebene durch die beiden 
Geraden ff ^ {g', g") und m s ()»', m") völlig bestimmt, und man kann 
ihre Spuren ni-y und m^ finden. 

284r. Schließlich soll noch eine einfache Konstruktion der Schllitt- 
punkte eines Kreiskonoids mit einer Geraden g gezeigt werden, Wir 
beachten in diesem Falle, daß die Fläche der geometrische Ort der 
Geraden ist, die den Kreis iJ, die Gerade d und die unendlich ferne 
Gerade w der Leitebene treffen; die Untersuchung ist also zurückge- 
führt auf die der Geraden, die die vier Linien d, m, g, zl trefi'en. Wir 
betrachten zunächst die Fläche, die von den Geraden gebildet wird, 
die d, «, g treffen, und schneiden diese mit dem Kreise z/; durch jeden 
der Treffpunkte geht eine solche Gerade. Jene Fläche ist nun ein 
hyperbolisches Paraboloid, und dieses schneidet die Ebene von ^ in 
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einem Kegelschnitte F; A und f schneiden sich in vier Punkten X; 
{i -= 1, 2, 3, 4); von jedem dieser Punkte geht eine Gerade g^ aus, 
die ä^ g, u trifft, und die Punkte (/</; sind die gesuchte«. 

Um die Konstruktion auszuführen, stellen wir den Kegelkeil in 
der früheren Weise dar und die Gerade g durch ihre Projektionen 
i) , g". Eine beliehige Erzeugende p des Paraboloids projiziert sieh im 
Aufriß in eine zur Achse a^^ parallele Gerade p" (s. Fig. 1^3). Die 
Punkte I> und Fi, in denen sie die Geraden d und g trifft, haben als 
Aufriß die Punkte d"p" und g"p", als Grundriß J)' = rl und den Schnitt 
von / mit der Ordinate von K"; es ist a\mp'^I)'E'. Nun hat der 
Puukt P, in welchem p die Ebene g'\. 

von id trifft, als Grundriß den Punkt ^xXäV" 

P', in welchem p' die Gerade AB trifft, 
als Aufriß den Schnitt der Ordinate 
von P' mit p". Verschieben wir nun 
p" parallel zu a^^, so beschreibt P" den 
Kegelschnitt F", dessen vier Schnitte 
mit zJ" die Punkte X," aind. Ziehen 
wir durch sie die Parallelen zu a^^, 
so schneiden diese g" in den Punkten 
P,.", woraus diinn leicht die P/ folgen. 

Die vier Geraden g^ bestimmen 
zugleich mit der gegebenen g die von 
dieser an das Konoid gelegten Tan- 
gentialebenen, womit zugleich die Auf- 
gabe gelöst ist: Durch eine Gerade 
die Berührnngsebeiien an einen Kegel- 
keil zu legen. Die angeführten Kon- 
struktionen zeigen uns, daß der Kegelkeil eine Flache i 
nung und vierter Klasse ist. 

Anmerkung. Die Definition des Kegelkeils läßt \ 
meinern, wenn man an Stelle des Leitkreises einen beliebigen Kegel- 
schnitt setzt, man erhält dann ein sog. Kegelschnifctkonoid. Nehmen 
wir inabesondere an, daß der Konoid gerade sei, und daß wir eine 
Ellipse nehmen, deren eine Achse parallel zu der geraden Leitlinie ist, 
so können wir letztere etwa als .s-Achse nehmen und als a:?/-Ebene die 
Leitebene der Fläche. Dann bekommen die Gleichungen der Leit- 
ellipse E folgende Gestalt 




rter Ord- 



b + : 



' 1. 



Eine behebige Erzeugende der Flache wird dargestellt durch 
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Durch Eiimination von <p ergibt sich 

"'^f-t^ + x^z^^c^x^ («) 

ah Gleicliung der Fläche, die also vierten Grades ist. Wenn im spe- 
ziellen c = t, so haben wir den Kreiskegelkeil von Wallis mit 

Schreiben wir die Gl. («) in der Form 

-/'+': _i („■) 

BO sieht man, daß die zur Leitelliiise parallelen Schnitte der Fläche 
wieder EUipsen sind; insbesondere bekommen wir für ^' = ± y zwei 
kreisförmige Schnittkurven. Nun kann jeder dieser Schnitte als Leit- 
linie statt der Ellipse E genommen werden; die Verallgemeinerung ist 
also nur eine scheinbare: dies Ergebnis stimmt auch damit uberein, 
daß Gl. («) durchaus nicht allgemeiner ist als (ß), da beide nur zwei 
wesentliche Konstanten enthalten. 

286. Kugelkoiioide. Bewegt sich eine Gerade so, daß sie stets 
eine feste Gerade d trifft, dabei immer parallel einer gegebenen Ebene 
bleibt, und eine feste Kugel berührt, so erzeugt sie eine Fläche, die 
als einer Kagel umbeschriebenes Konoid oder kurz als Kugel- 
konoid bezeichnet wird. In Orthogonalprojektion läßt sie sich bequem 
darstellen, indem man die Leitebene parallel zur Grundrißebene nimmt. 
Ist = (O; 0") der Mittelpunkt der Kugel (s. Fig. 124), so stellt der 
Kreis F' mit dem Zentrum 0" und dein Radius r, gleich dem Kugel- 
radius, den zweiten scheinbaren Umriß der Kugel dar. Eine beliebige 
Horizontalebene t (etwa die mit der zu a^^ parallelen Spuriinie (,) 
schneidet die Kugel in einem Kreise K, dessen Durchmesser gleich der 
Sehne MN ist, die t^ auf T' ausschneidet; im Grundriß ist K' der 
Kreis um (7 mit diesem Durchmesser. Es sei nun F der Punkt, in 
welchem d die i trifft, dann sind die von F an K' gezogenen Tan- 
genten a', b', der Grundriß zweier Erzeugenden, die in i liegen, wes- 
halb a" und b" mit (^ zusammenfallen. Sind A', B" die Berührungs- 
punkte an K', so schneiden die zugehörigen Ordinaten t^ in Ä", B". 
Die Punkte Ä = (A', A") und B = (B, B') gehören der Kurve 2; an, 
läuga deren die Kugel von dem Konoide berührt wird; verschieben 
wir ^ parallel zu sich selbst, so erhalten wir punktweise £" und 2.'. 
Natürlich geht H auch durch die Schnittpunkte von d mit der Kugel, 
falls diese Funkte reell sind. 

Um die Ordnung der Konoids und der Kurve 27 zu finden, nehmen 
wir ein kartesisches System, dessen a:^-Eljene parallel zur Leitebene 
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ißt, und nehmen an, daß die 
Gleichungen der Leitgeraden und 
der Kugel sein mögen 
x — a _ y — 6 ^ f_^c 

3^* + y^ + 2^ = *'^- 
Ist ferner s ^ h die 
Gleichung einer zur xy- 
Ebene parallelen Ebene 
%, so schneidet diese 
die Gerade d iu einem 
Punkte mit den Koordi- 
naten 

und die Kugel in einem 
Kreise, dessen Projek- 
tion sein wird 

3;S ^ j/S = r' — R 

Die beiden Tangenten 
a\ V werden dann zu 




durch 

(rc* + / + i-= - r') (f + ^2 ^ k, „ ^a-, _ ^^1 + j^^ + ^1 _ ^i)S = 0. 
Eliminieren wir nun §, ij, h, so erhalten wir als äleichung der Fläche 

(^« + ^«+ ,._,.) j[« + c«s_^^, „,jj + [j + ^^Ij (,_,)]% ,._,.)_ 

-|«a; + &»/ + (^ - c) *i'""^ + ^'^1'^ + 3ä_^8j'= 0. 

Das Kugelkonoid ist demnach vom vierten Grade. Aus der so ge- 
fundenen Gleichung ergibt sich auch, daß die Kurve, in der es die 
Kugel berührt, zugleich der Fläche zweiten Grades angehört 
a-j-i/cosp 



r + % + {s-c)- 



l + ^^-f^^O, 



und dies beweist uns, daß die Berahrungskurve JE eine Ranmknrve 
vierter Ordnung, erster Spezies ist. d. h- daß durch sie cx>* Flächen 
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zweiten Grades hiiidurehgehen, welches Resultat mit eiüem allgi 
Satze von Chasles in Ubereiastimmung ist.^) 

g 5 Verschiedenes über einige andeie BegelQächen 

JlSr /iir l buDg I Bpwegt b L c ne Leade so daß ee sti-t an dem 
LmfaDge e nea kre sea A entlanggle tend e e e nem PunktP iessell en zur 

Ebene von ^ en chtete Senkre hte tr ftt un 1 Hbe parallel ble bt zu e ner 
Ebene die m t der von J und der lurch. s gelegten Ber hrnngeebeue an A 
gle che V\ nkel b Idet so entsteht e ae Kegelflache d e als KupperscliPa Ko 
no d beae ebnet wird In kartea b hen Koord naten läßt i e s eh larat llen durch 
d,Cl.ch.g (,. + ,,,^4. ,_.,, 

wenn r der Eadiua von J e" 1 andelt si h also um e ne Regelfl^ he d tten C rades 
D eae H cl e boU n Orthugonali rojekt o dargeatellt nd dad 1 u t rs ht 
werden ;/weckma£ g nehme mau ah GrundriBel ene de on -J ala 4uir Bebene 
die durch s an ^ gelegte Be uhrungsebene ) 

II (jegeben e n K e s T vom Mittelpunkt ( nd Halbme ae nd e no 
Ge ade l welche n e nem Punkte J( n r 7U se ner E ene o al st e ne 
Str cke AB von Jcr Lange 2 d rchlä tt m t hren Endpunkten l uud T lie 
Gerade »ut ier •; e 1 egt beBohreibt e ne Regelfläche he äu erforschen und dar 
zustellen at (Man z ehe den Durchmeaaer 7f OS nd beachte daß .dS=-iB ist ) 

III CegeLen zwe zue nander aenkreehte windschiPte Gerade r s uid ene 
Strecke l Bewegt a eh nun e ne Gerade so daß a e stets r nd a n zwe P nL 
ijix A B tnfit deren 41 stand l ist so ent teht eine Regelflache v erten r rades 
d e unters cht und 1 gestellt werden soll Man ehme d e Bezugsebene so 
iaß r n der e nen aenkre ht zur Achse o 1 egt s n der inieren pa allel zu 
a nd bea Me daß ni ht n de Stre ke 45 so der u h ae ne P ojekt onen 

on konstanter broße Heben) 

lY Gegeben e n Zylinder m t ur A h e \ aralble E -ze genden man 

Bchne de hn mit z ei vert kalen Ebenen o e^ T Fj se en d e Sehn ttkurven 
G G zwe entaprechende auf derselben Erzeugenden hegende Punkte !Nun 
m ge f e ne T anslat n n e ner zur Grundehene senkrechten R htung aus 
f hren un 1 M soll d e ne Lage on ff e n der Ort le Geraden (tH ist 
dann e ne Fläcbp d e ala Frez e b ZtI n l o d leze knet wirl Die e sol) 
untersucht and dargestellt erden für den Fall daß der gegebene e n gerader 
Kre szyhnder ae 

1) Per bet eflende '^atz lautet Bewegt a ch e ne Gerade m Ranme 
Bo, daß sie stets zwe Geraden a 6 tr fft und zugleich eine FUche 
zweiten Grades ^ berührt, so ist der Ort S der Berührungspunkte 
eine Eaumkurve 4*8r Ordnung, dnrch die CO* Flächen 2t6T Ordnung 
hindurchgehen. Zum Beweise genügt es zu zeigen, daß durch S noch eine 
andere Fläche Stsr Ordnung hindurchgeht. Wir nehmen auf a beliebig den 
Punkt J. nnd betrachten aoine Polarebene a in Bezug auf ^; es sei ferner jt^jlt. 
Die Gerade r^a^ schneidet $ in zwei Punkten X, Y, die die Berührungspunkte 
des Kegelachnittes sind, der auf tS durch die Ebene m bestimmt wird, mit den von 
A gezogenen Tangenten, also gehören X, Y der Kurve X an. Verschieben wir nun 
A auf a, so beschreiben a und « zwei einander projektive Büschel, da aie beide 
perspebtiv zu der von a beschriebenen Punktreihe sind; in Folge dessen be- 
Bchreibt die Schnittgerade r^«a eine Regelschar, deren Schnitt mit $ die 
Kurve £ ist. Somit ist der Satz bewiesen, und man aiebt, daß man noch eine 
dritte Fläche 2'" Ordnung erhalten kann durch Anwendung des vorigen Ver- 
fahrena, indem man die Geraden a und b miteinander vertauscht. 
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.abstände» 



T. Man kann leicht zeigen; Eiüc Strecke küi 
wh wK rrigtfn Id kht 

b d Umd fldn hbrnanTplll hlbtl 

B fhblb whlt PnitOd Rh ahmtU Pkt 

r mm mUt It rlLgdr mtw Oafd 

P kt P r fällt hmad^n C d^d khtttt 

ilTngt P 031 r d r All n g 1 Udhld 

Rglflh undd lijl d Pktenwlhn 1 rfcfftglit 
r 1 dl m i Lt k t 4,b t nd th It A f d W 

11 dk tAbtnlwh K (d Itnißb lg 
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Fünftes Kapitel. 

Die RotationsfläclLen. 

§ 1. Defluitiouen nnd allgemeine Eigenschaften. 

287. EineRotationsfliiclie entstellt durch Rotation einer Kurve f 
(der Erzeugenden) um eiue feste Gerade a, die Achse, mit der sie 
unverändert verbunden ist. Durch jeden Punkt der 
Fläche geht alao eine mit F identische Kurve, Jeder 
Punkt von F beschreibt bei dieser Bewegung einen 
Kreis, dessen Zentrum auf a liegt, und dessen Ebene 
zu a senkrecht steht: ein solcher Kreis heißt Par- 
allelkreis der PHiche. Es ist klar, daß dieselbe 
Fläche auch entstehen würde, wenn man statt F 
irgend eine andere, alle Parallelkreise schneidende 
Knrve nähme; insbesondere kann man als Erzeugende 
einen durch die Achse a gelegten ebenen Schnitt 
nehmen; eine solche Erzeugende heißt Meridiaii- 
kurve der Fläche. Alle Meridiane sind einander 
kongruente und zu a symmetrische Kurven. Nehmen 
wir eine solche als Erzeugende, so liefern diejenigen 
Punkte, die von a den größten Abstand haben, einen 
sog. Äquatorkreis der Fläche, diejenigen die den 
kleinsten Abstand haben einen Kehlkreis (s. Fig. 
12Ö). Ist M ein Punkt, in welchem der Meridian M ' 

die Achse a schneidet, m die zugehörige Tangente, so wird m (wenn 
es, was ja im allgemeinen der Fall ist, nicht senkrecht zu a steht) 
bei der Rotation einen Kreiskegel beschreiben, gebildet aus lauter Tan- 
geuten an die Rotationsfläche; folglich liefert jeder Schnittpnnkt des 
Meridians mit der Achsft im allgemeinen einen Doppelpunkt der 
Fläche. Ein Doppelpunkt des Meridians hingegen, der nicht auf der 
Achse liegt, erzeugt einen Doppelparallelkreis der Fläche. 

Durch jeden Punkt P der Fläche geht ein Meridian und ein Par- 
allelkreis; die beiden Tangenten an die beiden Kurven bestimmen die 
Tangentialebene an die Fläche in P. Die Tangenten an die Meridian- 
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kurve iu sämtlichen Punkten ein nnd desselben Parallelkreises bil- 
den offenbar einen Rotationskegel, der mit der Fläche koaxial ist, seine 
Spitze also auf a hat. Ein zweiter Kegel von derselben Beschaffenheit 
entsteht durch die Normalen der Fläche in demselben Parallelkreis. 
Die Spitze dieses Kegele ist der Mittelpunkt einer Kugel, die die 
Fläche längs jenes Kreiaes berührt. 

Jede Ebene senkrecht zur Achse schneidet die Fläche in einem 
oder mehreren Parallel kr eisen; jede Ebene durch die Achse teilt die 
Fläche in zwei kongruente, zur Ebene selbst symmetrische Teile. Eine 
beliebige Ebene e aber, die weder durch a geht, noch senkrecht dazu 
ist, schneidet die Fläche in einer gewissen Kurve ^. Ist k nun die 
durch a zu 6 senkrecht gelegte Ebene, und a^ s kö, und greifen wir 
auf z/ irgend einen Punkt 1) heraus, so liegt der zu T) in Bezug auf 
K symmetrische Punkt D auch auf der Fläche; da aber « senkrecht 
zu 6, so liegt D auch in ö, gehört also auch der Kurve z/ an und 
liegt symmetrisch zu I) in bezug auf a^. Daraus folgt: Jeder ebene 
Schnitt einer Rotationsfläche liefert eine Kurve, die symmetrisch 
ist zar Orthogonalprojektion der Achse auf die Schnittebene. 

Es seien ^j und fi^ zwei Meridian ebenen mit den Meridianen M^ 
und Mj, « und ß die Halbi er ungs ebenen der von ihnen gebildeten 
Winkel. Ist nun P, ein Punkt von M,, so gehören die zu P, in be- 
zug auf ß und ß symmetrischen Punkte Pg, P^ der Kurve Mj an; 
durchläuft daher Pj die M^, so beschreiben die Geraden F^P^ und 
-fi-Pa Zylinderüäehen mit Erzeugenden, die senkrecht zu a und ß sind. 
Hieraus folgt: Zwei beliebige Meridiane einer Rotationsfläche liegen 
immer in zwei Zylinderflächen, deren Erzeugende senkrecht auf den 
Halbierungsebenen der Meridi aneben en stehen. ■ — Halten wir /tj fest 
und lassen jtg sich ihr unendiich nähern, so folgt: Die Berührungs- 
ebenen einer Rotationsfläche in den Punkten eines 3Ieridians um- 
hüllen eine Zylinderfläche , deren Erzeugende senkrecht zur Meri- 
dianebene sind. Man kann auch sagen: Die Tangenten an die Paral- 
lelkreise einer Rotationsfläche in den Punkten eines und desselben 
Meridians bilden eine Zylinderfläche, Zusammenfassend schließen wir: 
Die Tangentialebene in einem Punkte einer Rotationsfläche geht durch 
die Tangente jenes Punktes des Meridians und steht senkrecht auf 
der Meridianebene. 

288. Um eine bequeme analytische Darstellung für alle Ro- 
tationsflächen zu erhalten, nehmen wir ein gewöhnliches ^artesisches 
System, dessen ^^-Achse mit der Rotationsachse zusammenfällt. Es sei 

x^Ut), y = n{t), z = m (1) 

die parametriscbe Darstellung der Erzeugenden. Ein beliebiger Punkt 
{() von r beschreibt dann einen Kreis, dessen Zentrum auf z in der 
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5, Kap, Die Rotation aflächen. 249 

Ebene «= t(t) liegt, dessen Radius V^(if + tj{i) ist; er hat also die 
Parameterdarstellung 

Bei Variation von ( und « liefern dieae Gleichungen auch eine Para- 
meter dar Stellung der Mäche. Durch Elimination von u erhält man 

x'+f-m'+W)', '-UI) (3) 

Eliminiert man hieraus noch t, so würde man die Gleichung der Fläche 
erhalten; doch ist die Operation nicht ausführbar, wenn nicht die 
Funktionen |, ij, £ hestinimt sind. ■ — Nehmen wir im besonderen als 
Erzeugende die in der icy-Ehene gelegene Meridiankurve, so hat diese 
die Gleichungen 

und die erzeugte Fläche 

x'+y--l(^)'-0}) . (4) 

Hätte die Meridiaukurve aber die Gleichung f{x, £) = 0, so würde die 
Rotationsfläche die Gleichung 

f(yx''-vf,i)-ü (4-) 

haben, _ die sich natürlich auch rational machen läßt; dann zeigt uns 
diese Gleichung: Ist der Meridian eine algebraisehe Kurve von der 
Ordnung n, so ist auch die Rotationsfläche algebraisch und von der 
Ordnung 2n; aie würde allein dann auch nur von der Ordnung n sein, 
wenn die Achse der Fläche eine Symmetrieachse der Kurve wäre. — 
Schneiden wir die Fläche (4) mit einer durch die Achse gehenden 
Ebene y = 3;-tgK,, so projiziert sich der Schnitt auf die ary-Ebene 
als die Kurve 

a^i = ± %(!l) ■ COSKj. 

11 Wird (4) nach i autgelost lo entsteht eine Gle ohung vom Typus a = 
2r(]/^^+"p) Betrachten wir nun zigleich das Konoid ^^f{«) (vgl Nr 281) 
EO Wir! sich die Schnittkur\e der beiden FÜciien auf die %ii Ebene proiizieien 
als die Kurve -^ = /■ | F('[/r +^ )) Fuhren wir Pülarkoordinaten em bo wird 

iieee Glfiehung eu oj = aretg^(J"(p ) Da nnn die Wahl der Funktionen / und 
JP noch trei steht so k^nn d ese als »llgemeine Gleichung einer elenen 
Kurve angesehen werden wir t nnpu daher m t Th Olmer den Schluß ziehen 

leiie eteiie Knrie kann als die Orthogonalprojektion des Schnitten einer Ro 
tationaflaclie mit einem koa\iaien Konoid luf eine zsr Achse senkrechte Ebene 
angesehen werden Beispiel Der Kegri ^ ^c)/^' + v' inddieFlatie v"'"' tg* 
Bchnei len sich m einer Kurve deien Pro]ettion auf die xy Ebene eine arcbi 
mediBche Spirale ist- '\\ eitere Beispiele finden «ich m W Peyerle ^hxXng 
algebraisalter K tiet s i B trchschniüe n n lüien Graz 1908 Selbst 
verlftg) 
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250 UI- B"i=h, Fläohen. 

Ebenso wurde die Ebene y~^ x ■ tga^ die projizierte KurTe liefen) 

iCj = ± |(^) ■ cos «2 . 
Hieraus folgt ^' = + '^0351^ welches beweist, daß die beiden Kurven 
affin zueinander sind. Folglich: Die Ortogonal Projektionen der Meri- 
diane auf eine zur Rotationsachse parallele Ebene sind einander 
affine Kurven, Sie entsprechen einander in einer orthogonalen Affini- 
tät, deren Achse die Projektion der Rotationsachse ist, was übrigens 
. klar ist. 



■^89. Aus (4) folgt, daß die Gleichung der Tangentialebi^ne an 
die Fläche im Punkte {x, y, s) lautet: 

Xi + Fj, - IWr» ■ Z + ({(i)'- 5(«). rW) - 0; 
nun ist diese Ebene senkrecht zu der mit der Gleichung 

Xy-Yx~ 0, 
und damit wird bestätigt (vgl. Nr. 287), daß die Tangentialebene senk- 
recht zu der Meridianebene des Berührungspunktes ist. 

Wenden wir auf (4) die Darlegungen von Nr. 225 au, so aehen 
wir, daß wir die parabolische Kurve der Fläche erhalten, wenn wir 
sie mit der folgenden schneiden: 

(^^ + y')(ir + n-i=r-o (s) 

Nun folgt aber aus (4) und (5), daß 

I» - r' = 0, 

und diese zerfäUt in | = und |" == 0. Die Punkte, für die |(s) - 0, 
sind die Schnitte des Meridians mit der Achse, und daher im allge- 
meinen Doppelpunkte; diejenigen, für die |" = 0, sind Wendepunkte 
des Meridians, weshalb wir sehließen können: Die parabolische Kuire 
einer Rotationsfläehe besteht ans den Parallelkreisen, die ilnreh die 
Wendepunkte des Meridians gehen. 

290. I. Für eine Rotationsfläche lassen sich leicht die Linien 
gleicher Neigung gegen eine zur Achse senkrechte Ebene be- 
stimmen. Für eine solche Linie muß nämlich-^ = const. = /; sein, oder 

(?s^ = k^(dx^ + dy^). Ist nun s = fp^^x^ + y^) die Auflösung der Glei- 
chung (4') nach z, so erhält man durch Elimination von z 

h\dx' + dy') = [dq>{y^^'^)]\ 

Bei Einführung von Polarkoordinaten wird diese zu 

h^idQ^' + e^ ■ dG}^) = rpXQ) ■ c'p^ 
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„_ /v».-(<.)'-'~ 



■-■dQ, 



und dies ist die Polargleichiing der Projektion der betrachteten Linie 
auf die genannte Ebene; die Bestimmung dieser Gleichung erfordert 
eine Integration, die von der Natur der Funktion ip abhängt. — Ist 
z. B. die Fläche ein Kegel, so ist jede Meridiankurve ein Geradenpaar, 
und <fi'(Q) konstant; bezeichnen wir seinen Wert mit a, so haben wir 



oder auch 



=>■ 



'Vd^-Zcnog^ 



welches (s. S, 85) die Gleichung einer logarith mischen Spirale ist. 
Zur Ültuug. Die Isophoten der RotationEfläehec ku uiitfreucheii. 

II. Auf den Rotationsflächen pflegt man noch eme Gruppe wich- 
tiger Linien zu betrachten, nämlich diejenigeu, die alle Meridiane unter 
demselben Winkel k schneiden. Sie führen den Namen Loxodromeu, 
der zuerst auftrat, als die Geographen solche Lmien auf der Kugel- 
oberfläche der Erde betrachteten. Kennt m-m die Gleichung des Meri- 
dians s = fi,x), so lassen sich die Projektionen dieser Linien auf eine 
zur Rotationsachse senkrechte Ebene in Polaikooidinaten durch eine 
Quadratur finden. Sind M und M^ zwei aufeiu ändert olgende Punkte 
einer solchen Loxodrome, und schneidet der durch M^ gehende Paral- 
lelkreis den durch M gehenden Meridian in P, so ist MFM^ ein un- 
endlich kleines, bei P rechtwinkliges Dreieck, während der Winkel 
bei M gleich X ist. Hieraus folgt ctgi =■ ^^- Die Strecke MF ist 
nun das Bogendiiferential des Meridians; setzen wir p = Yx^ + y^, so 
ist es gleich ^dq^ -f- dz^. Da aber e = fpio) die Gleichung des Meri- 
dians, so ist ds = ip'{Q) ■ d(f uad 

MP = dQyi~+q>'{&y. 

JtfjP ist aber der Bogen des Pai-allelkreises; wenn also da t5er Winkel 
der aufeinanderfolgenden Meridiane ist, so wird sein 

ilf,P = p-rfop. 
Die obige Beziehung wird also zu 



ctgA = 



Daraus folgt 



d<.-ctgA="-^-i^i-?>^!, oder «.ctgX=J^-^-"!^i±-^'-*?'' + const. 
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womit die Projektionen der oo^ Loxodromen auf die a;j/-Ebene von der 
Neigung X dargestellt sind. — Ist z. B. der Meridian eine Gerade 

z = X ■ tga, die Fläche also ein Kegel, so ist <o-ctgi = , also 

p i~ p^gfticoBQQtgJ^ welches eine logarith mische Spirale darstellt. Ist der 
Meridian ein Kreis mit seinem Mittelpunkt auf der Achse, die Fläche 
also eine Kugel, so projizieren sich die Loxodromen in Kurven mit 
folgender Polargleichung: 

_ ^^ 

% 2. Beispiele von BotationsäSchen. 

291. Die elementare Geometrie bietet die einfachsten Beispiele 
von Rotationsflächen: den geraden Kreiszylinder, den geraden Kreie- 
kegel und die Kugel (welche oo^ Rotationsachsen besitzt). Weitere 
Beispiele liefern die Theorie der Flächen zweiten Grades, in denjenigen 
Flächen, die durch Rotation eines Kegelschnittes um eine seiner Sym- 
metrieachsen entstehen. Hier sollen noch zwei Beispiele behandelt 
werden; das erstere wird sich als nützlieh fUr die Lösung mancher 
Probleme erweisen, das zweite kann zweckmäßig verwandt werden, um 
an ihm die Lösung einiger Aufgaben der darstellenden Geometrie, die 
sich auf die Flächen beziehen, an einem konkreten Falle darzulegen. 

I. Die Erzeugende sei die beliebige Gerade 

oder 

X ^ a + t ■ cosß, y ^h -i- 1- 008^, = e + t- cosy, 

wo ( den Parameter bedeutet. Die Gl. (4) S. 249 werden in diesem Falle 
x^ + y^ = a^ + h^ -\- 2t(a-CQStt + h-cosß) + (^(cos^« + cos^/3), 
= c -{- t-cosy. 
Durch Elimination von t folgt hieraus 

j.> + !,■ - (8 - cflg'r -2(ß~e) '-^^^-^-'-'i-l - «■ + (.'. (6) 

Man erkennt hieraus: Die durch Rotation einer beliebigen (die Achse 
nicht sehneidenden) Geraden erzeugte Fläche ist ein einschaliges Ro- 
tiltionshyperboloid. Aus (6) kann man auch ersehen, daß dieselbe 
Fläche durch Rotation der Hyperbel 

x' - (« - eytg-r - 2(^ - c) ^^^i^^-^'-t -«■ + *■ 

um ihre imaginäre Achse entsteht. Somit erhalten wir den 

Satz; Wird eine Fläclie dareh Rotation einer beliebigen Kurve r 

(die also nicht in einer durch die Rotationsachse gehenden Ebene 
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5. Kap. Die Rotationsftäohen. 253 

liegt) erzeugt, so bilden die Tangenten von r in den aufeinander- 
folgenden Punkten desselben Parallelkreises ein einsehaliges ßotit- 
tioHshyperboloid. 

II. Die Erzeugeude sei ein Kreis, in dessen Ebene auch die Ro- 
tationsachse liegt. Als öleiehungen desselben können wir 

ix-ay + z' = r\ j/ = 

nehmen, wenn a den Abstand des Zentrums von der Achse bedeutet. 
Die Gleichung der erzeugten Fläche folgt dann durch Anwendung von 

(4') S. 249 als 

(Yx' + y'- af + ^' = r\ 
oder 

[(a:' + j/> + «») + (»'-r>)]»-4o'(i' + ,>). ... (7) 

Die Fläche ist also 4"' Ordnung und hat den Anfangspunkt als 
Symmetriezentrum. Sie heißt Ringfläche, Ring, Wulstfiäehe 
oder Toms, und zwar offene, geschlossene oder verkrüppelte, 
jenaehdem der erzeugende Kreis ganz außerhalb der Achse liegt, diese 
berührt oder schneidet. Im ersten und dritten Falle hat die Fläche 
einen Äquator- und einen Kehlkreis, im zweiten Falle wird der letztere 
zu einem ( Selbe tberühruugs-) Punkt, im dritten Falle hat die Fläche 
zwei Doppelpunkte. Jede durch die Achse gehende Ebene schneidet 
den Ring in zwei kongruenten, jede zur Achse senkrechte Ebene in 
zwei konzentrischen Kreisen. Es gibt also anf der ßingiläelie zwei 
einfach nnendliche Polgen von Kreisschnitten; es gibt noch eine dritte, 
wie wir jetzt zeigen wollen. Schneiden wir nämlich die Fläche mit 
einer, durch die jz-Achse gehenden Ebene z. B. mit z — x-tgcc, so er- 
halten wir die kartesische Gleichung der Sehnittkurve folgendermaßen. 
Wir nehmen als Anfangspunkt, Oj/ als Achse der Ordinaten «(, die 
Abszissen seien v, dann haben wir in Gl, (7) einzusetzen 

a; = M-cosß, y ^ V, s — u-sanx. 
Dann erhalten wir die Gleichung 

{u- + JJ* + fl^ — r^'f = 4«^(M^-cos*a -|- v^], 
welche eine aus zwei geschlossenen Zügen bestehende Kurve 4"*' Ord- 
nung darstellt. Wenn aber die Ebene den erzeugenden Kreis berührt, 
so ist r — a ■ sin (p, und dann wird die vorige Gleichung 
(m^ + uä + «,3 _ ^y _ 4^3|-„s ^ „2j _ 4„a^ä^ 

oder nach einigen Umformungen 

{m^ + v^'f — 2(m^ + v^) {a^ — r^) -\- (a^ — r^y = 4r*v\ 
Diese zerfallt nun in die beiden 

... + (.„ + ,)- _ ,.; 

sie stellt zwei Kreise dar mit dem Radius a, deren Mittelpunkte auf 
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254 in. Buch. Flächen. 

Ov im Abstände r von liegen. Da nun die xz-'Ehene eine I 
Meridianebene ist, so ist damit die Existenz einer dritten Folge von 
Kreis schnitten auf der Eingfläcbe nachgewiesen. 

Znr Übung. Gleichung und Eigenschaften der Flächen aufansuclieii, die 
entstehen, wenn ein Kegelschnitt um eine iu seiner Ebene und pai'allel zu einer 
seiner Achsen gelegene Gerade rotiert. 

g 3. Darstellung der Botationsäächen in Orthogonalprojektion. 
292. Eine Rotationsfläobe läßt sich am aUerbesten in Ortho- 
goDalprojektion darstellen, indem man die G-rundr iß ebene senkrecht 
zur Rotationsachse wählt. Dann projiziert sieb die letztere als a' in 
einen Punkt Ä, während a" eine zur Grundlinie senkrechte Gerade ist. 
Der Seitenriß ist immer kongruent mit dem Aufriß. Die Parallelkreise 
projizieren sich im Grundriß in wahrer Große als konzentrische Kreise 
mit dem Zentrum A, im Aufriß als Strecken parallel zur Grundlinie; 
der größte und der kleinste von ihnen, faüs sie existieren, bilden den 
den ersten scheinbaren Umriß der Fläche. Die Meridiane werden im 
Grundriß zu Strecken die dnrcb A gehen, einer von ihnen hat seinen 
Grundriß parallel zur Grundlinie, und dieser stellt sich im Aufriß in 
wahrer Gestalt und Große dar und bildet den zweiten sichtbaren Um- 
riß der Fläche. Durch diesen Meridian allein schon ist die Fläche be- 
stimmt, und er beißt wegen der Dienste, die er dem Zeichner leistet, 
der Ilauptmeridian. Von besonderer Wichtigkeit ist daher folgende 

Aufgabe: Gegeben die Erzengeude einer Kotationsfläclie iu Grund- 
uihI Anfriß, daraus den Hauptmei-idian zu konstruieren. 

Auf].: Es sei «=(«',»") die Rotationsachse, und r= (r', F") 
die Erzeugende. Es sei P ^(P', F") ein beliebiger Punkt von F: er 
liegt in dem Parailelkreise II der Fläche, der sich als n" in die durch 
P" zu dij gezogene Parallele, als II' in den mit a' P' um a beschrie- 
benen Kreis projiziert (s. Fig. 126). Auf diesem Parallelkreise liegen 
zwei Punkte Jl/, und Jlfj des Hauptmeridians; ihre ersten Projektionen 
sind die Schnitte von JJ' mit der durch «' zur a^^ gezogenen Paral- 
lelen j)i; ihre zweiten Projektionen sind die Schnitte der zugehörigen 
Ordinaten mit 11'. Variieren wir P auf F, so variieren die Punkte 
M" auf dem gesuchten Aufriß des Haupt meridiana. — [In unserer 
Figur ist als Erzeugende eine Gerade gewählt; die Fläche wird dann 
ein einschaliges Rotationshyperboloid, dessen Kehlkreis den Abstand 
a Q' des Punktes a von F' als Radius hat. Sind N^ und iV"^ die 
Punkte, in denen er den Hauptmeridian trifft, so sind JV^," und A^^" 
die Scheitelpunkte der Hyperbel, die den zweiten scheinbaren Umriß 
der Fläche bildet, und der Punkt 0, in welchem die durch Q" zu a^^ 
gezogene Parallele a" trifft, ist der Mittelpunkt. Da der asymptotische 
Kegel unseres Hyperboloids zur Öffnung den Winkel y hat, den die 
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Gerade F mit der Achse bildet, so sind die Asymptoten jenes Um- 
risses die durch gezogenen Geraden die mit a" den Winkel y bilden]. 

Durch ein ziemlich einfaches 
Verfahren kann man auch die Tan- 
gente in einem beliebigen Punkte 
Jl/[" des Hauptmeridiang konstruie- 
ren. Beachten wir nämlich, daß die 
Tangenten in P und il/j au die ent- 
sprechenden Meridiane der Fläche 
in einem Punkte V der Achse 
zusammenlaufen (s. Nr. 28T), 
und daß dieser Punkt der 
Schnitt jener mit der Taugeutial- 
ebeße iu P an die Fläche ist, so 
können wir diese Ebene bestimmt 
denken durch die beiden Geraden, 
die in P die Erzeugende F, und 
den Parallelkreia ü, berühren. Da 
nun F durch seine Projektionen 
gegeben ist, so sind t' und i" die 
Tangenten in P' und P" an F' 
und F"'-). u ist die Tangente in 
P' an J7', und u" fällt mit fZ" zusammen. Somit ist die fragliche Tan- 
gentialebene bestimmt durch die Geraden t und u. V fällt in a', und 
um F" zu finden, ziehen wir durch V in der Ebene iu die Gerade ^j 
V ist eine beliebige Gerade durch J.; sie sehneidet (', u in zwei Punkten, 
deren Ordinaten t", u" in zwei Punkten treffen, deren Verbindungs- 
linie l" ist. Diese schneidet a" in dem Punlde Y", der mit M" ver- 
bunden die gesuchte Tangente liefert, 

Anmerkangen : 1. Ist insbesondere F' eine durch a' gehende Ge- 
rade, so ist die Erzeugende ein Meridian der Fläche, und die ange- 
führte Konstruktion ermöglicht es, den Hauptmeridiau im Aufriß aus 
dem eines beliebigen anderen zu konstniieren; die Konstruktion bietet 
eine neue Bestätigung, daß diese Aufrisse sich in einer orthogonalen 
Affinität mit der Aehae a" entsprechen (vgl. Ende von Nr. 288). 

IL Die angeführte Konstruktion gestattet auch, punktweise den 
Aufriß eines beliebigen Meridians zu konstruieren; man braucht nur 
die aufgestellte Bedingung fallen zu lassen, daß die durch a gehende 
Gerade p^, parallel zur Grundlinie sei, was, wie leicht einzusehen, keine 
wesentlichen Veränderungen der vorigen Darstellungen verlangt, 

III. Da unsere Konstruktionen es in jedem Falle ermöglichen, den 
Hauptmeridian zu finden, so kann man sich jede Rotationsfläche mit 

1) Natiirlicli fallen bei dev Annahme in Fig. 130 (', (" mit r', F" zusammeü. 
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vertikaler Rotationsachse nur <iurch Aufriß (des Hauptmeridians) 
dargestellt denken,') Wir werden jedoch von dieser Darstellung am 
wenigsten Gebrauch machen, 

IV. Wenn die Achse u = («', a") nicht senkrecht (oder horizon- 
tal) verläuft, so bilden sich die Parallelkreise sowohl im Grund- wie 
im Aufriß ab Ellipsen ab. Betrachten wir z. B. den ParaUelkreis F 
in der (zu a senkrechten) Ebene x ^ \t^, y mit dem Zentrum und 
den Radius r, so fällt (J auf a, der horizontale Durchmesser d bildet 
sich ab als 4' parallel zu (^, der dazu senkrechte e als e'^a'; da der 
Winkel de einen Schenkel parallel zur Grundrißebene hat, so bildet 
er sich auch auf dieser als Rechter ab. Demnach liegen die Achsen 
der Ellipse V auf d' und a; die erstere (welche die größere sein 
möge) hat die Länge 2r, während die kleinere 2r ■ cosa ist, wenn « 
die Neigung von a gegen die Grundebene ist. Alle zu I" analogen 
Ellipsen sind einander ähnlich, haben ihre Mittelpunkte auf a' und 
parallele Achsen. Dasselbe trifft zu für die F". Die Projektionen 
zweier beliebiger Meridiane aber bleiben zu einander affine Figuren, 
mit der entsprechenden Projektion der Rotationsachse als Affinitäts- 
achse. 

Zur Übnng. Eine Rotation sfläcte, deren Achae aenkrecht zur Grrundebene 
ist, in der Methode der kotierten Projektion darzustellen. Gegeben sei der Meri- 
dian in kartesiseher Gleichung; die ai-Ächse sei der Schnitt der Meridianebene 
mit der Grundebeue, die ^-Aehae die Rotationsachse. Beispiel: Die glocken- 
förmige Parabel y' — ax' + «' ^ 0- 

§ 4. Anwendungen auf einige Probleme. 

293. Es soll nun die besprochene Darstellungsmethöde zur Lö- 
sung einiger häufig vorkommenden Aufgaben über Rotationskörper an- 
gewendet werden. 

Aufgabe I. Gegeben die eiue Projektion eines Punktes der Ro- 
tationsfläche, die andere zu finden, wenn die Fläche durch ihre Er- 
zeugende r= (F', r") und ihre vertikale Achse a = (a, a") gegeben ist. 

AnflSsung. Ist etwa P' gegeben (Fig. 127, wo als Linie F eine 
Gerade gewählt ist), so betrachte man den durch P gehenden Paral- 
lelkreis J7; sein Grundriß J7' ist der durch P' gehende Kreis mit dem 
Zentrum in a'. IT schneide F' in M'; die zugehörige Ordinate schnei- 
det dann F" in mehreren Punkten, von denen einer M" sei; die 
durch M" zur Grundlinie gezogene Parallele ist dann U" Somit ist 
P" der Schnitt von 11" mit der Ordinate von P'. Ist dagegen die 

1) Will man bei dieser Projektion eine ausdrucksvolle Darstellung der 
Fläche erhalten, so zeichne man außer dem Hauptmeridian auch die Projektionea 

der Meridiane, die mit diesem Winkel gleich bilden, wo h eine beliebige 

Zahl, fc=l, 2, 3, . , ., m — 1 ist. " 
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Vertikalprojektion ^" gegeben und man sucht ^, so betrachte mau 
ebenfalls den durch Q gehenden Parallelkreis TT; dann ist die durch 
Q" zur Grundlinie gezogene Parallele TT", und trifft diese F" iu N", 
Bö hat man als TT' den um a' mit dem Abstände dea Punktes N" 
von a" beschriebenen Kreis zu nehmen. Die zu (/' gehörende Ordi- 
nate schneidet TT' in zwei Punkten, von denen jeder als Q' genommen 
werden kanu. Diese Konstruk- . 

tion behält vollständig ihre Güi- |_ 

tigkeit im Falle, daß die Fläche /^' 




durch ihren Hauptmeridian bestimmt ist. [In der Figur 128 haben wir 
als Beispiel die Ringfläche genommen; die Erzeugende ist dann ein 
Kreis, als V" wählten wir den aus zwei zu a" symmetrischen Kreisen 
bestehenden Hauptmeridian, als V ergeben sich dann zwei zur Grand- 
linie parallele zu a' symmetrische Strecken.] 

Aufgabe II. Die Tangentialebene in einem beliebigen Punkte der 
Rotationsfläche zn konstruieren. 

Auflösung: Die Data seien wieder (s. dieselbe Figur 127) die Achse 
a = («■, «"), die Erzeugende TMT' , T") und der Punkt P = (P', V"). 
Es genügt, die Tangente ^ in P an den entsprechenden Parallelkreis H 
zu bestimmen und die Tangente l an die entsprechende Lage A die 
T einnimmt, wenn sie hei ihrer Rotation durch P geht. Nun bat TT 
zu Projektionen jenen Kreis U', und die Gerade Jl", deren Konstruk- 
tion vorher angegeben wurde; p' ist also die Tangente an II' in P', 
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f' fällt mit JT" zusammen. Um l zu finden, betrachten wir einen 
beliebigen Punkt M. von T, der mit P auf demselben Parallelkreise 
liegt und die entsprechende Tangente t von F, i' und t" lassen sich 
dann konstruieren.^) Es sei dann T^ die erste Spur von t. Während 
der Bewegung, die T in y/ überführt, beschreibt T^ einen Kreisbogen 
um <i in demselben Sinae und ähnlich gelegen dem Bogen M'P'. Ist 
nun i, die neue Lage, die 1\ einnimmt, so ist L^F" ehV. Projizieren 
wir i, als L," auf die Grundlinie, so ist L^'F" ^ l". Durch p und 
l ist die gesuchte Ebene bestimmt. 

Diese Konstruktion vereinfacht sich, wenn der Hauptmeridian ge- 
geben oder nach der Aufgabe in Nr. 293 aus der Erzeugenden kon- 
struiert ist (a. wieder Fig. 128). Dann ist die Tangentialebene durch die 
Tangente p an den Parallelkreis 11 und die Tangente m an dem Meri- 
dian in P bestimmt. Die letztere findet man leicht, wenn man be- 
achtet, daß die Tangenten an den Meridian in den Punkten eines 
Parallelkreises einen mit der Fläche koaxialen ßotationskegel bilden 
(s. Nr. 286). Insbesondere schneidet die Tangente «i in P die Achse a 
in demselben Punkte V, in welchem 
auch die Tangente « in dem ent- 
sprechenden Punkte M des Haupt- 
meridians trifft, daher ist m" die 
Verbindungslinie von P" mit dem 
Punkte n"a". 

294. Aufgabe III. Den Schnitt 
einer Rotationsfläche mit einer be- 
liebigen Ebene zn bestimmen. 

Auflösaug. Die Fläche sei wie 
vorhin bestimmt, die Ebene als 
T ^ [ij , t^. Wir schneiden beide durch 
eine zur Grundrißebene parallele Ebe- 
ne a, deren zweite (zur Grundlinie 
parallele) Spur Sj sein möge, und es 
sei s die Schnittlinie von e und r 
(s. Fig. 129). Dann fällt s" mit s, 
zusammen, s läßt sich in bekannter 
Weise finden. Die Ebene ff schneidet 
die Fläche in einer gewissen Zahl 
von Parallelkreisen, die im Grundriß 
sich als Kreise um a abbilden und 
zum Radius die Abstände der Schnittpunkte von e mit F von a haben,*) 

1) Da in unserer Figur F eine Gerade ist, so fallen (', (" bezw. mit r', F" 
zuBammen. 

2) Ei mag bemerkt werde», daß, wenn (wie bei Fig. 129) die Fläche dnrch 
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Im Aufriß sind dies« Punkte aber die Schnitte von Sg mit F", also 
lassen sie sich auch im Grandriß leicht finden. Sind Xi,Y^'-^ X^',Y^' ... 
die Schnitte von s' mit dem Gfrundriß jener Paralleltreise, eo sind 
diese die ersten Projektiouen gewisser Punkte der gesuchten Schnitt- 
kurve ^; die zugehörigen Ordinaten schneiden dann s^ in X/', Yi"; 
Xg", Fj"; .... Bei Verschiebung von Sg parallel zu sich eelhat erhält 
man dann punktweise die beiden Projektionen der Kurve ^. — Es 
ist zweckmäßig, auch die Gerade b zu zeichnen, in welcher t von der 
durch a gelegten Ebene ß = [»j, k^} senkrecht geschnitten wird, m^ 
ist dann die durch a zu t^ gezogene Senkrechte, und «^ ^ b'. Mg ist 
die im Punkte Mißj^ zur Grundlinie öjj errichtete Senkrechte; b" läßt 
sich finden, indem man beachtet, daß b der Ebene r angehört. Da 
nun b (S.248) eine orthogonale Symmetrieachse für ^ ist, so ist es auch 
h' für zJ', während b" nur eine Achse schiefer Symmetrie für z>" ist. 

Znr Übna^. Wie gestaltet 
eRsanten Fall, daß die Ebene 
parallel zur Achse ist. 

Aufgabe IV. Die 
Schnittpunkte einer ßota- 
tionsfläcie mit einer Ge- 
raden zn bestimmen. 

Für die Lösung dieser 
Aufgabe ist es zweckmä^ 
Big anzunehmen, daß der 
Hauptmeridian M gegeben 
oder vorgezeichnet sei. 

a) Die Gerade sei 
g ^ {()', g") und nicht senk- 
recht zur Achse (b. Pig. 
130), Statt das in Nr. 235 
angegebene allgemeine Ver- 
fahren für eine beliebige 
Fläche zu verwenden, das 
sieh auf die Verwendung 
einer durch ij gehenden 
Hilfsebene gründet, wird 
man hier besser so ver- 
fahren: Man betrachte das ^'b i^* 
einschahge Hyperboloid, das durch Rotation von g um a entsteht und 
konstruiere (wie in Fig. 126) seinen Hauptmeridian H im Aufriß. Nun 
besehreiben bei der Rotation von g die auf ihr liegenden gesuchten 

ihren Hauptmeridian T beatimmt ist, diese Eadien die Entfernungen der Schnitt- 
pnnkte von Sg und T" von a" sind. 
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Punkte X, Y, Z .. . ebenBoviele Parallelkeise des Hyperboloide und 
treffen dabei den Hauptmeridian in den Punkten X^, Y^^Zg ... d. i. 
in den Schnitten von H mit M. Ziebt mau nun durch diese Punkte 
die Parallelen zur Grundlinie, so treffen diewe g" in X", Y", Z" . . . 
dem Aufriß der gesuchten Punkte, die Ordinalen oder aueb die Grund- 
risse jeuer Parallelkreise treffen dann g in X, Y' Z' . . ., womit die 
Aufgabe gelöst ist. 

Anmerkungen: L Ist M eine algebraische Kurve »'" Ordnung, 
80 ist die Anzahl der Punkte X^, ^o ■ ■ ■ gleich 2w, und dasselbe gilt 
für die Auflösungen der in Rede stehenden Aufgabe; damit haben wir 
eine Bestätigung bzw. einen neuen Beweis des auf S. 249 bewiesenen 
Satzes. 

II. Äbnlicbe Überlegungen führen zu der Auffindung der Sehnitt- 
pnnkte einer beliebigen Ranmkurve A mit einer Rtttationsfläche. In 
diesem Falle betrachten wir statt jenes Rotationshyperboloids, die 
durch Rotation von A um a erzeugte Fläche; deren Hauptmeridian 
achneidet jenen der Fläche in Punkten, deren Parallelkreise A in den 
gesuchten Punkten treffen. 

b) In dem Falle, duß g die Achse a trifft, oder parallel zu dieser 
ist, tritt au Stelle jenes Hyperboloids ein Kegel oder Zylinder; die 
Lösung bleibt im wesentlichen dieselbe, sie ist nur einfacher. Jedoch 
läßt sich diese nicht verwenden, wenn g senkrecht zu a ist. Dann 
läßt sieh der in Nr. 235 angeführte Gedanke verwenden. Wir legen 
durch g eine zur Achse senkrechte Ebene; es ist jene, die g" zur 
zweiten Spur bat (welche ja zur Grundlinie parallel Üiuf%), und deren 
erste Spur im Unendlichen liegt. Sie schneidet die Fläche in einer 
Gruppe von Parallelkreisen, die leicht bestimmt werden können, auch 
wenn der Hauptmeridian nicht gezeichnet, ist. Die Punkte, in denen 
ihre ersten Projektionen g' treffen, sind X', Y' . . ., deren Ordinalen g" 
in X", Y" . . . treffen, den Projektionen der gesuchten Punkte. 

296. Aufgabe V. Den Schnitt einer Rotationsfläche mit einer 
beliebigen Kegel- oder Zylinderfläche zu finden. 

Auflösung. Wir betrachten einen beliebigen ParaUelkreia der Ro- 
tationsfläche und projizieren diesen von dem Scheitel des gegebenen 
Kegels aus; der projizierende Kegel hat mit dem gegebenen eine ge- 
wisse Zahl von Erzeugenden gemeinsam, und diese treffen den Paral- 
lelkreis in einer gewissen Zahl vou Punkten, die offenbar jenem Schnitt 
angehören, und bei Variation des Parallelkreises die gesuchte Schnitte 
kurve erzeugen. Ebenso ist zu verfahren, wenn V im Unendlichen 
liegt, es sich also um einen Zylinder handelt. 

Um die Konstruktion auszuführen, nehmen wir an, daß, wie ge- 
wöhnlich, die Achse a = {a,a") der Rotationsfläche gegeben sei, senk- 
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recht zur Grundrißebene, und der Hauptmeridian M.^) Der Kegel sei 
gegeben durch seine Spitze F= {V, V") und (vgl. Nr. 253) seine Spur 
in der Grundebene ^ (Fig. 131). Wir betrachten nun den Parallel- 
kreis 77, dessen Aufriß in die zur Grundlinie parallele Gerade k^ fällt 
als Strecke M" N", und deeaen Grundriß 7?' i 
Kreis um a mit dem DurchmeBser M'N'= M"N" 
ist. Nun betrachten wir den Kegel, der 77 von V 
aus projiziert. Sein Aufriß wird begrenzt von den 
Geraden V"M", VN", die die Grundlinie in I 
und N-i treffen mögen. Die Mitte 0^ von 
M^l:^^ ist der Aufriß des Mittelpunktes 
seines Spurkreises in der Örundebene und 
seine Achse F" 0^ (die auch durch die 
Mitte von M"N" geht) projiziert sich im _ 
Grundriß als V'a', weshalb 0^' der Schnitt 
von Va mit der Ordinate von 0, ist. Der 
Spnrkreis K in der Grundebene ist also 
der um Oj' mit dem Radius Oj'ilf,' = 
O^Nj beschriebene Kreis. Er sehneide ^ 
in X^, Y^. . ., dann sind diese Punkte, die 
Spuren der Erzeugenden, die der gegebene 
Kegel mit dem projizierenden gemeinsam 
hat, also sind V'X^,V'Y^... der Grund- 
riß dieser Erzeugenden, und sie schneiden 
77' in Z',X'; T,Y'; . . ., welche Punkte 
der Grundriß der gesuchten sind; die zu- 
gehörigen Ordiuaten schneiden dann Sj in X",X"; Y', Y": 
nun Sj parallel verschoben, so entsteht punktweise die 
Wir überlassen es dem Leser die Konstruktion < 
passen, daß an Stelle des Kegels ( 




Wird 
ite Kurve. 
[ FaUe anzu- 
L Zylinder tritt, der durch seine 



Spur in der Grundebene, und die ßichtung seiner Erzeugenden ge- 
geben ist. 

Anmerkung. Im Falle, daß die Fläche ein Kegel oder Zylinder, 
und die Basis z/ ein Kreis ist, benutzt man besser ParaUelebenen zur 
Grundebene als Hilfsflächen; diese schneiden die fraglichen zwei Flächen 
beide in Kreisen, deren Darstellung sehr einfach ist. 

Zur Übung. Den Schnitt einer Rotationsfläche mit einem geraden Konoid, 
deisen Leitlinie parallel znr Botati onsachse ist, za konstruieren. 

396, Anfgabe VI. Den Schnitt zweier Rotationsflächen mit 
a) zusammenfallenden, b) pariülelen, c) sich schneidenden Achseit zu 
finden. 



1) Die folgende Lösung bleibt aber 
tationafläche durch eine beliebige Kurve 



n Grande dieselbe, 
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Aaflösnng: a) Der Schnitt besteht offenbar aus den Parallelhreisen, 
die durch die Schnittpunkte der Hauptmeridia,ne der beiden Flächen 
gehen. Sollten die Meridiane nicht gegeben sein, so können sie wie 
früher (Nr. 292) angegeben konstruiert werden. 

li) Eine zu den beiden Rotationaaehseii a und h senkrechte Ebene ff 
schneidet beide Flächen in zwei Gruppen Ton konzentrischen Kreisen; 
die Schnittpunkte der beiden Gruppen gehören aUe der gesuchten 
Schnittlinie an, die bei kontinuierlicher Bewegung von ff vollständig 
erzeugt wird. Um die Darstellung auBzuführen, stellt man zweckmäßig 
die Achsen a und h senkrecht zur Grundrißebene. 

Zur Übniig. I. Die Konatniktioa auBzofütren für eine Kugel und einen 
Kegel. [Bemerkenswert ist, daß die Projektion der Schnittlinie auf eine Ehene 
die parallel zu der durch die Achse des Tegels und das Zentrum der Kugel 
geheüden ist, eine Parabel wird.') Ferner ist zu heachten, daß man, um den 
vollständigen Aufriß der Kurve zu erhalten, zu bemerken hat, daß, wenn auch 
zwei Kreise sich nicht (in reellen Punkten) sehneiden, dennoch die Verbindungs- 
linie ihrer Schnittpunkte, die Radikalachse, reell ist.] 

II. Man betrachte zwei gerade Kreiskegel mit parallelen Achsen und die Pro- 
jektion ihrer SchnittKnie auf eine zu diesen senkrechte Ebene. [Werden die 
Bezugsehenen passend gewählt, so lassen sich die beiden Flächen darstellen durch 

Die Projektion der Schnittkurve hat alao folgende Gleichung: 

Hieraus folgt: Die Projektion ist der Ort solcher Funkte, doren Ab- 
stände von zwei festen Funkten (a,, 6^) und {a„ &,) mnlUpIiziert mit ge- 
gebenen Konstanten eine konstante Summe liefern, also ein Karteaisches 
Oval (s, S. 91). — Wenden wir hier das früher (Nr. 259) angeführte Verfahren, den 
Schnitt zweier Kegelflächen zu konstruieren, an, so gelangen wir zu folgender 
planimetrischen Erzeugung des Ovals, die man Chasles verdankt: Gegeben zwei 
Kreise Kj und K, sowie ein Punkt T der Zentrale; mau ziehe durch T Geraden, 
die Kl und K, in zwei Punkten schneiden. Die Radien von K, zu den Schnitt- 
punkten und die von K, schneiden sich in vier Punkten, deren geometrischer 
Ort ein Karteaisches Oval ist. ~ Wenden wir aber das oben angeführte Verfahren 
h) an, so erhalten wir eine andere Konstruktion deaaelben Ovals, woraus man 
ersieht, daß es aua zwei geachloaaenen Zögen bestellt, von denen der eine ganz 
innerhalb des anderen sich befindet.] 

c) Schneiden sich die Achsen a und h der beiden Rotationsflächen 
in einem Punkte C, so führt ein von Monge erdachtes Verfahren zum 
Ziel. Man denke sich um mit beliebigem Radius eine Kugel be- 
schrieben; diese achneidet beide Flächen in Parallelkreisen, da diese 
derselben Kugel angehören, so achneiden sie sich in zwei {reellen oder 
konjugiert imaginären) Punkten, und da die Kreise beiden Flächen 

1} Vgl. W. Rulf, Zur Durchdringung der Kugel mit dem geraden 
Kreiszjlinder (Arch. f. Math. u. Phys., 2« Reihe, II. Bd., 18U2, S. 433) und 
Über die Entfernung einer ünstetigkeit in der Geometrie (Monats- 
hefte für Math, u, Phys,, IV. Bd., 1893, S. 173). 
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angehören, so liegea die Punkte auf der geBUchten Schnittlinie, Va- 
riiert man den Kugelradius, ao erhält man die Kurve Yollstäadig. 

Zur Ausfütruug der Konstruktion nehmen wir für den Aufriß 
eine zu heiden Achsen parallele Ebene, dann fallen a und h' in eine 
zu a^g parallele Gerade zusammen, die zugleich den Punkt C enthült 
(s. Fig. 132). Die beiden Flächen seien außeidem noch durch den Auf- 
riß r" und z/" der in der Ebene ai gelegenen Hauptmeridiane be- 
stimmt. Eine um C mit dem beliebigen Radius r beschriebene Kugel 
schneidet die Ebene ab in 
einem größten Kreise, der / 

sich im Aufriß in wahrer 
Größe als Kreis K" mit 
dem Radius r abbildet. K" 
schneide F" in M", ^" in 
P". Ist N" der zu M" in 
bezug auf a", Q" der zu 
P" in bezug auf b" sym- 
metrische Punkt, so stellen 
die Strecken M"K', F" Q" 
den Aufriß zweier Parallel- 
kreise der beiden Flächen 
dar, von denen der erste 
durch M, der zweite durch 
P geht. Ist nun X" der 
Schnitt der beiden Strecken, 
so ist dieser der Aufriß 
eines Punktes der gesuch- 
ten Kurve. X' muß zu- 
nächst auf der Ordinate von 
X" liegen, femer in einem Abstände von der Geraden a' ^b' gleich der 
wirklichen Entfernung XX'. Um letztere zu finden, legen wir die Ebene 
eines Parallelkreises, etwa des durch PQ gehenden der zweiten F^che in 
die Ebene ab um; er gibt einen Kreis, dessen Umfang sich im Aufriß als 
ein Kreis mit dem Durchmesser P"Q" darstellt. Die in X" errichtete 
Senkrechte schneide den Kreis in (X). Nun tragen wir X"{X) vom 
Schnittpunkte mit a' aus auf der Ordinate ab und zwar nach beiden 
Seiten, so daß wir zwei Lagen des Punkte'' X' erhalten 

Um die Konstruktion noch leichter auszuführen, nehmen wir wieder 
eine zu a und b parallele Ebene als Aufrißebene und legen die Grund- 
ebene senkrecht zur einen Achse a. Dann ist t" ^ a die Projektion 
von (J=(a6) (s. Fig. 133). b" ist eine durch C" gehende Gerade, b' 
ist parallel zur Grundlinie durch C gezogen. Außerdem seien noch 
im Aufriß die Meridiane f und A der beiden Flächen in der Ebene 
ab gegeben. Die um C mit dem Radius r beschriebene Kugel schneidet 
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nun die Ebene ah in einem größten Kreise, der sich im Aufriß als K" 
eis um C" mit r beschrieben. K" 
schneide f in M" und A in F". 
M" mit dem zu a" symmetrischen 
Punkte N" bestimmen eine Strecke, 
die den Aufriß des ParaUelkreisea 
der ersten Fläche darstellt, der 
durch M geht; sein Grundriß ist 
der Kreis 11' um a mit dem Durch- 
mesaer M'N' = M"N". Ebenso 
begrenzen P" und der zu b" sym- 
metrische Punkt ^' eine Strecke, 
die der Aufriß des Parallelkreises 
der zweiten Fläche ist, der durch 
P geht. Haben nun P" Q" und 
M"N" den Punkt X" gemeinsam, 
so ist dieser der Aufriß der beiden 
gesuchten Schnittpunkte. Seine Or- 
dinate schneidet 11' in X', X^. 
Variieren wir r, so bekommen wir 
die Projektionen der gesuchten 
Schnittkurve punktweise. 

Anmerkiiiigen. I. Die ange- 
führie Konstruktion kann durch ein 
besonderes Verfahren ersetzt werden in dem Falle, daß die Erzeugende 
der Fläche eine Gerade ist^). Die Grundlage dieses Verfahrens bildet 
folgender Satz: Zwei Drehflächen 2. 0,, deren Achsen parallel sind, 
schneiden sich in einer Kurve, deren Orthogonalprojektion anf diese 
Ebene ein Kreis ist^). Es seien nun (s. Fig. 134) a = (a>") die 
Achse, r={r',r") die erzeugende Gerade der Drehtläche (die also 
ein einschaliges Hyperboloid ist) und r ^ (/, /') die schneidende Ge- 
rade. Wir zeichnen den Kehlkreis TI der Fläche und bestimmen den 




1) E. Bonche, Sur Vintersection de l'hyperholoide de rerolution et d'iine äroile 
(Nonv. Ann. de matWm. 3'°>'' Serie, T. I, 1882). 

2) Man beweUt dies leicht, indem man beachtet, daß die beiden Flächen 
in der angegebeaen Lage eich durch folgende Gleichungen daretellen lassen 

a(3;'+ y') + ca'-f 2mic + 2ny +p = 0, 
a\x'+ y') + c''ä + 2m'x + a«> + i»' = 0-, 
eliminiert man hieraus ü, so bekommt man 

(ac'-ac)(x'^y^ + 2(mc-~me)x+2{pc-»c)y + (P<'' -/■=) = <'' 
welches einen Kreis darstellt, nad die Projektion des Schnittes der Fläche auf 
die {^Äquator-) a^y-Ebene ist. 
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Schnitt S der Geraden r mit seiner Ebene. Die durch B gehende Ver- 
tikale sei h\ um h lassen wir nun die Gerade r rotieren, die ao einen 
Rotations kegel erzeugt. Die Kur^e, in der 
er die Fläche schneidet triftt r in den ge- \ o" 
suchten Punkten. Die beiden Flächen, der ^, 
Kegel und das Hyperboloid be- 
finden sieh nun in der im obigen 
Satze angefahrten Lage, folglich 
projiziert sieh ihr Schnitt im 
Grundriß in einen Kreis. Um 
letzteren zu bestimmen, benutzen 
wir zwei horizontale Ebenen, deren 
zweite Spuren (j und ^* sein mö- 
gen. Wir zeichnen die beiden Par- 
aUelenpaare, in denen sie die bei- 
den Flächen schneiden; im Grund- 
risse mögen sie sich in P', Q', 
P*\ ^*', schneiden; diese Punkte 
gehören einem Kreise an der r' 
in den Projektionen X', Y' der 
gesachten Punkte schneidet. X", 
Y" sind dann die Schnitte der 
entsprechenden Ordinaten mit r". 
Somit ist die Aufgabe nur mit 
Zirkel und Lineal gelöst. 

IL Ein einfaches und sym- 
metrisches Verfahren, um den 
Schnitt zweier Rotationsflächen 
mit windschiefen Achsen zu 
finden, ist nicht bekannt.^) 

IIL Da man eine Kugel als 
Rotationsfläche mit oo^ Achsen auffassen kann, so kann man den 
Schnitt derselben mit einer Rotationsfläche sowohl nach b) als auch 
nach e) auffinden. 

Zur Ühuuf.'. I. Gegeben 1. eine EotatJooafiäche mit vertüaler Achse a, 
2. eine Kugel mit dem. Zentrum anf «, 3, ein leuchtender Punkt: den von der 
Kugel auf die Flache geworfenen Schatten zu hcstimmen. 

11. Den Schnitt zweier Rotationafläclien zweiter Ordnung, deren Achsen aich 
schneiden und zueinander senkrecht sind, darzuetellen. Zu »eigen, daß die Projek- 
tion des Schnittes auf eine zu heiden Achsen parallele Ebene ein Kegelschnitt ist.*) 

1) Ygl W. Fiedler, Die Darstellende Geometrie, VI. Aufl., Bd. U S, 625 
(Leipzig, 1885), wo eine Konstruktion für einen besonderen Fall dargelegt wird, 

2) H. Drasch, Bemerkungen mm Aufsatze des H. Mulf (Monatshefte f. 
Math, u, Phjs., Bd. IV, 1693, S, 378). 
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297. Anfgal)e VII. Die Bepulimngsknrve einer Rotatiousfläehe 
mit den von einem außerhalb der Fläche gelegenen Punkte an sie 
gelegten Tangentialebenen zu bestimmen. 

Auäüsnng. Wir schneiden die Fläche mit einer zur Rotations- 
achse senkrechten Ebene s; dadurch erhalten wir einen (oder mehrere) 
Parallel kr eise, längs deren die Fläche von je einem koaxialen Rota- 
tionskegel berührt wird^). Alle Tangentialebenen dieser Kegel sind auch 
solche an die Fläche, insbesondere trifft dies zu für zwei solche 
Ebenen, die auch durch den gegebenen Punkt gehen, und ihre Be- 
rührungspunkte gehören der gesuchten Kurve an. Bei Variation von 
0, mit Beibehaltung der Lage, variieren jene Punkte und erzeugen die 
gesuchte Kurve. 

Um die damit skizzierte Konstruktion auszuführen, setzen wir voraus, 
daß die Fläche durch ihre Achse and den Hauptmeridian bestimmt sei, und 
bezeichnen die zur Grundlinie parallele Spur 
der Hilfsebene 6 mit s^; sie schneide (s. Fig. 
135) den_Aufriß F^ des^ Meridians in M", 
M"; N", N"i . . . (M", N", ... symmetrisch 
zu M", N", ... in bezug auf 
a"). Die Tangenten in den 
Punkten M", M" an T" mö- 
gen a" in V" schneiden. Sie 
bilden dann den Umriß des 
die Oberfläche längs des Par- 
aUelkreises 77 berührenden Ke- 
gels. Esistnun/7"=M".M'", 
und II' ist der Kreis um « = V 
mit dem Durchmesser M'M' 
^M"M". JT nehmen wir als 
Basis des Kegels. Ist nun 
B = (E, B") der Schnitt der 
Geraden OFmit der Ebene 3, 
so gehen die von an den 
Kegel gelegten Tangential- 
ebenen, außer durch Y auch 
durch die von Ä an /J ge- 
legten Tangenten x, y, die sich im Grundriß als die von B' an 11' 
gezogenen Tangenten darstellen. Ihre Berührungspunkte X', Y' und 
die Schnitte X", Y" der Ordinaten mit Sg stellen Punkte der gesuch- 
ten Kurve dar. 

Anmerkungen. I. Die Konstruktion behält augenscheinlich auch 
ihre Anwendbarkeit, wenn im Unendlichen in gegebener Rieh- 




I) Eine zweite Lösung würde man erhalten, wenn t 
tet, die die Fläche längs diesei Parallelkteises berabrt. 



n die Kugel betrach- 
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tung liegt, wie auch, wenn die iläche durcli eine beliebige Erzeu- 
gende bestimmt wird. 

II. Unsere Konatruktion ist im Grunde die der Konstruktion des 
SelbstBcbattena der Rotationsflächen im Falle, daß der leuchtende 
Punkt ist. Der der Fläche um beschriebene Kegel mit der Spitze 
wird im allgemeinen die Fläche noch in einer weiteren Kurve treifen, 
die sich nach Aufgabe V konstruieren läßt; sie ist die Begrenzung 
des von der Fläche auf sich selbst geworfenen Schattens. 

Zur Übmi^, Den Selbstscliatteii eiüer ofi'enen llingfläche zu konatruieren, 
für den Fall, daß die Lichtstrahlea zueinander parallel und parallel der Aufriß- 
ebene laufen, mit der Grundrißebene aber einen Winkel von 45" bilden. 

III. Um die durch e ine gegebene Gerade g au eine Rota- 
tionsfläche gehenden Berührungsebenen zu finden, nehmen 
wir auf g zwei Punkte und konstruieren die Berührungskurven der 
von diesen an die Fläche gezogenen Tangenten. Die Schnittpunkte der 
beiden Kurven sind die Berührungspunkte der gesuchten Ebenen. — 
Die Konstruktion kann durch eine in folgender Nummer angeführte 
einfachere Konstruktion ersetzt werden, sowohl wenn g im Endliehen 
liegt, als auch im Falle, daß g im Unendlichen in einer bestimmten 
Ebene liegt. 

398. Aufgabe VUl. A» eine Rotationsfläche die zu einei' ge- 
gebenen Ebene parallele» Bepührungsehenen zu legen. 

Auflösung. Es sei a s («', a") die ver- 
tikale Rotationsachse, F" der Aufriß des 
Hauptmeridians rz=[(j, f^'] die ge 
Ebene. Wir legen (s. Fig. 136) 
durch a die zu t senkrechte Ebene 
= [Si, Sj], die dann auch senk- 
recht zur gesuchten Ebene | = 
[*ii ^a] s^'" wird, ff und t schnei- 
den sieh in s, und diese Gerade 
wird auch parallel zu a^ = ff| sein. 
Es ist daher x eine in 6 gelegene 
zu s parallele Tangente an den in 
ö liegenden Meridian. Um x zu 
finden, lassen wir s um die Achse a 
rotieren, bis sie parallel zur Aufrißebene ist, und bestimmen die neue 
Lage s*, die s infolge der Rotation annimmt. Eine zu s*" parallele 
Tangente au F" kann man als die neue Lage x*" von x ansehen. Drehen 
wir dann die Ebene a wieder in ihre alte Lage zurück, so erhalten 
wir x' und x" und die Spurpunkte X, und X^ der Geraden 3:(a:'^s'^s,). 
Die durch X^ zu t^, durch X^ zu (^ gezogeneu Parallelen (die sich 
natürlich auf der Grundlinie achneiden müssen, was eine Kontrolle 
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für die Zeichnung gibt) sind dann die Spuren der gesuchten Ebene. 
Solcher Ebenen gibt es soviele als es Tangenten an F" gibt parallel 



Aufgabe IX. Die durch eine ge^fbene Gerade gehenden Berüh- 
rnngsebenen einer Rotationsääehe za bestimmen. 

ÄndSsnng. Gegeben seien die Achse « = («',»"), der Hauptmeridian 
r" und die Gferade g ^ (^, g'"); ^^[x^jW^] sei eine der gesuchten 
Ebenen. Wir lassen g um a als Achse rotieren; dann entsteht (vgl, 
Nr. 291) ein einachaliges Hyperboloid, für welches auch | eine Tan- 
gentialebene ist. Sein Hauptmeridian sei die Hyperbel ^ (s. Fig. 137). 
Durch eine geeignete Drehung um a läßt eich nun | in eine zur Auf- 
rißebene senkrechte Lage bringen. Ist diese ^*, so wird die erste Spur 
senkrecht zur Grundlinie a,^ 
, und X* eine gemeinsame Taji- 




gente an ^" und F", man kann also diese Gerade konstruieren. Bringen 
wir nun | in die alte Lage zurück, so wird x^ Tangente an denselben 
Kreis um of, der auch X-,* berührt, und muß durch den Spurpunkt S^ 
von g laufen, da auch | durch g gehen soU. Aus demselben Grunde 
muß X2 durch Sj laufen und den Punkt x^a^^ enthalten. Hieraus er- 
geben sich Xj und x^, die Spurlinien der gesuchten Ebene. In unserm 
Beispiel bat die Aufgabe vier Lösungen. 

Unsere Konstruktion verst^t offenbar, wenn g senkrecht zu a 
liegt, weil alsdann bei der Rotation von g um a ein Kreis entsteht, 
dessen Aufriß in g" fällt. In diesem Falle legen wir durch a eine zu 
g senkrechte Ebene t ^ [^^, t^], diese ist dann eine Meridianebene, 
die auch durch die Berührungspunkte der gesuchten Ebenen geht. 
Ihre Spuren sind t^, das von a' auf g' gefällte Lot, und t^, die im 
Punkte (ißij zu a^j errichtete Senkrechte (s. Fig. 138). Es sei dann 
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B = (E', R") der Schnitt von g mit t. Ziehen wir von B aus die 
Tangente s an den Meridian, so bestimmt diese zugleich mit g die 
gesuchte Ebene. Um diese konstruieren zu können, lassen wir t um 
a rotieren bis es parallel zur Aufrißebene ist; dann nimmt ü die neue 
Lage R* = (B*', B*") au und es sei D* = (D*', B*") der Berührungs- 
punkt der Tangente s an den Hauptmeridian. Bringen wir nun r in 
die alte L^e zurück, und erhält D* dabei die Lage D = {!)', T>"), so 
bestimmen I) und g die gesuchte Ebene, deren Spuren x^ und x^ in 
bekannter Weise konstruiert werden können, 

Anmerknng. Aus der in dieser Nummer dargelegten Konstruk- 
tion folgt sogleich (ähnlich wie auf S. 260) der 

Satz. Die durch Rotation einer el>encn algebraischen Knrve von 
der Klasse fc um eine in ihrer Ebene liegende Achse a erzengte 
Fläche ist im allgemeinen von der Klasse 2/i;; [ist aber die Kurve 
symmetrisch zu a, so ist sie von der Klasse fc. 

Zur Übung. I. Eine Rotationsfläche darzustellen, deren Achse in der Auf- 
rißebene liegt, aber nicht Bentrecht zur Grundlinie ist, und deren Meridian eine 
in dieser Ebene liegende Kurve ist. [Eatsam ist, eine Verlegung der Grundriß- 
ebene zu Hilfe nehmen.] 

II. Eine Rotationsfläche in Zentral pro jektion daizuatelleo. 

III. Man bestimme diejenigen Tangentialebenen einer Rotati onsfläcbe mit 
Tertikaler Achse, die durch einen bestimmten Punkt gehen und mit der Grund- 
rißebene einen bestimmten Winkel bilden. 

IV. Gegeben zwei Rotations flächen mifc vertikaler Achse; ist es möglich 
eine Ebene au finden, die beide berahrt und mit der Grundebene einen gegebenen 
Winkel bildet? 

Sechstes Kapiteh 
Die Schraubenflächen. 
§ 1. Seönitionen und allgemeine Sigensohaften. 
299. Lassen wir eine beliebige Baumkurve V sich derart im 
Räume bewegen, daß jeder ihrer Punkte eine gemeine (gerade Kreis- 
zylinder-) Schraubenlinie mit der festen Achse a von derselben Gang- 
höhe B. in bestimmten Sinne beschreibt, so entsteht eine Sehrauben- 
fläche cf (auch helikoidale Fläche genannt), T heiSt die Er- 
zeugende, a die Achse und H die Ganghöhe von S. Man kann 
sich oi auch entstanden denken durch gleichförmige Rotation von T 
um a zugleich mit einer gleichförmigen Verschiebung parallel zur 
Achse, die während einer vollständigen Umdrehung die Größe H hat. 
Es ist klar, daß man die Kurve T auch durch jede andere beliebig auf 
oC gezeichnete Kurve ersetzen darf, wofern diese nur alle Schraubenlinien 
der Fläche trifft. Insbesondere kann man als Erzeugende einen durch 
die Achse gehenden Schnitt, den sog. Meridian, wählen. Alle Meri- 
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diane sind offenbar identische KurTeii, und da sie aus unendlich vielen 
kongruenten Teilen bestehen, so bind sie überdies periodische Kurven. 
Wenn die Erzeugende F die Achse in Pintm Punkte S schneidet oder 
berührt, so reduziert sich die von S erzeugte Schraubenlinie auf die 
Achse; sie gehört dann der Flache an, und diese ist dann geachlüs- 
Ben, im anderen Falle heißt sie offen. Die zur Achse senkrechten 
sog. Normals chnitte von d] sind identische, also kongruente Kurven; 
dasselbe gilt auch für alle, durch zueinander parallele Ebenen erzeug- 
ten Schnitte auegenommen, wenn sie zur Achse parallel sind. 

Die in der Definition benutzte Bewegung kann man zweckmäßig 
herbeiziehen, um Eigenschaften dieser Flächen zu entdecken oder zu 
beweisen. So ist klar, wenn ein Punkt P oder eine Ebene e eine be- 
stimmte Beziehung zu oC haben, daß diese auch für alle Punkte oder 
Ebenen stattfindet, die von P oder € durch die angenommene Schrau- 
bung erzeugt werden. Beispielsweise: wenn F einen Doppelpunkt D 
hat, so hat cT die durch J) erzeugte Schraubenlinie als Doppellinie; 
ist % die Ebene, die cP in P berührt, so wird cT auch von allen ana- 
logen Ebenen längs der durch P erzeugten Schraubenlinie berährt. 
Hieraus folgt: Während die oo* Punkte einer Schranbenfläche anf 
oo' Schraubenlinien verteilt sind (mit derselben Achse und Ganghöhe), 
verteilen sich die entsprechenden c»^ Tangentialebenen auf oo' ana- 
loge abwickelbare Schranbenfläehen. Ist ferner P ein parabolischer 
Punkt von of, so sind auch alle entsprechenden Punkte parabolischj 
folglich: Die parabvlisehe Kurve einer Schraubenfläclie besteht ans 
einer Cruppe von Schraubenlinien. 

Aus dem Vorigen ersehen wir nun, daß durch jeden Punkt von 
cCvier bemerkenswerte Linien gehen 1. die entsprechende Lage der 
Erzeugenden F, 2. eine Schraubenlinie, 3, ein Meridian, 4. ein Normal- 
sehnitt. Die Tangenten an zwei von diesen Kurven in P sind not- 
wendig und hinreichend, die zugehörige Tangentialebene zu bestimmen. 
Im allgemeinen wird man die beiden ersten Kurven nehmen, da man 
(vgl. Nr. 220) die beiden Tangenten erhalten kann, wenn man nur die 
Tangente von F zu konstruieren weiß. 

300. Um eine bequeme analytische Darstellung der Schrauben- 
fläche zu erhalten, nehmen wir ein gewöhnliches kartesisches System, 
in welchem die 3-A.ehse mit der Achse von oT zusammenfällt, und 
nehmen die parametrische Darstellung von F als bekannt an, näm- 
lich als 

"-m, y-ii(t), i-t{i) (1) 

Dann ist die vom Punkte {f} erzeugte Schraubenlinie folgender para- 
metriseher Darstellung fähig, wenn u den Parameter und h die redu- 
zierte Gfanghöhe — - bedeutet: 



Hosted by 



Google 



f.. Kap. Die Schraubenflächcn. 271 

X = i(t) ■ COSM — r!(t) ■ smu\ 

y = 1(0 ■ ^i^" + 'jCO ■ cosm! (2) 

B = t{t) + hu ) 

Bei Variation der t UDd u erhalten wir die oo^ Punkte von oC; die 
Kuryen ( = conat. sind die oo* Schraubenlinien, die m = const. die 
oo^ Lagen der Erzeugenden von ^. Setzen wir y — 0, so erhalten wir 
die in der a:i:-Ebene liegende ebene Schjüttkurve dargestellt als 

ee ist der Meridian. 

Ans (2) folgt, wenn wir z^ + y^ = const, setzen, daß auch 
i(t) + ^(0 = const., also auch ( = const., also: Jeder mit cTkoaxiale 
Kreiszylinder schneidet die Fläche in einer Gmppe von Schrauben- 
linien der vorhin betrachteten Art. 

Nehmen wir, was ja gestattet ist, als Erzeugende den (in der 
a;2-Ebene gelegenen) Meridian selbst, so wird die Funktion !)(() iden- 
tisch = 0; die Gl. (2) vereinfachen sich dann zu 

3; = 1(0 -COSM, j= 1(0- sin«, «^£(0 + Ä». . , (3) 
Die Punkte, für die |'(0 — 0, haben einen Masimal- oder Minimal- 
abstand von der Aeh.se und erzeugen im ersten Falle die Äqnatorial- 
schranhenlinien, im zweiten Falle die Kehlschranhenlinien. 

Kennt man von dem in der 3;«-Ebene gelegenen Meridian statt 
der parametrischen Darstellung die Gleichung 

f((,t)-0 (4) 

BO läßt sich oC durch eine einzige Gleichung darstellen, die man er- 
hält, wenn man u, |, ^ aus den Gl, (4) und 

X = l-cosM, y = l-sinu, z — ^ -[■ Mi 
eliminiert; nun liefern diese 

I ^ Yx^ + y^, « = arctg — , ^ = z ~h ■ arctg — , 
also wird die Gl. (4) zu 

f(l/^-iV, »-4-«rctg-|)-0 (5) 

und dies ist die gesuchte Punktgleichnng der Schranbenfiäche, 

r UnteranchuDg der Isophoten 

Wenn man in Gl. (5) Z = const. = g^ setzt, so bekommt man die 
Projektion der Kurve ^, in welcher cf von der Ebene z =^ z^ ge- 
schnitten wird, auf die a;j/-Ebene; z/' ist identisch mit ^ und hat die 
Polargleichung 
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Halten wir nun den Pol fest, verlegen aber die Polarachse in der 
Weise, daß s^ — ha = h0, wo 6 die neue Anomalie bedeutet, so läßt 
sich die vorige Gleichung achreiben als 

fts,»»)-0, (6) 

und da diese nicht mehr die Größe 0^ enthält, so ergibt sich auch 
hieraus, daß alle Normal schnitte einer Schraubenfläche identische Kur- 
ven sind. Bemerkenswert ist nun, daß die durch (6) dargestellte 
Kurve ^' bzw. z/ aus der in kartesischen Koordinaten durch Gl. (4) 
dargestellten Kurve F durch die Transformation 5 = 9, ? = Ära ent- 
steht, welche eine Yarignonsehe Koordinateuverwandlung (s. S. 88, X) 
ist. Die obigen Darlegungen liefern also eine stereo metrische Kon- 
struktion dieser Transformationskurve, die Chasles^) zuerst bemerkt 
hat, indem durch jeden Punkt von ^ eine Schraubenlinie der Fläche 
geht, die die iCS-Ebene in dem entsprechenden Punkte von i~' schneidet. 



301. Aus der allgemeinen Form für die Gleichung der Tangen- 
tialebene einer Fläche, deren Parameterdarstellung bekannt ist {S. 144), 
folgt für die durch (3) dargestellte Flache 

; — g'Cosu-f ij-sinw y — ^-smu — ri-cosu « — (£-f-A([)| 

r-cos«-V-sinM r-sinw + V-cosM f =0 (7) 

— I ■ sinM — rj • C08W ^-cosu — Tj -sinw h \ 

als GL der Tangentialebene, die, wenn man x, y, s als gegeben an- 
sieht, auch in den Koordinaten (, m die Berührungskurve der Schrau- 
benfläche mit] dem Kegel, dessen Spitze {x, y, z) ist, darstellt. Ins- 
besondere stellt die folgende Gleichung: 

cos« cos^ COS]-! 

l'-cosM — jj'-ainM ^'-sinw -|- ij'-cos« g' | = 
l-sinw + iccoBM |>cosM — »j-sinw Ä | 
der Berührungskurve von et mit dem der Fläche um beschriebenen Zy- 
linder, dessen Erzeugende die Riehtungskosinus u, ß, y haben, dar. Da 
nun diese Gleichung von der Form ist 

p ■ CO8M -|- q • sinw + r — 0, 
wo p, q, r Funktionen von t bedeuten, und für jeden Wert von t zwei 
zwischen und 2x gelegene Wurzeln m zulaßt^), so folgt: Auf jeder 
Windung einer Schrau))eiifläGhe ^bt es im allgemeinen zwei Punkte 
(reell und getrennt, zusammenfallend oder konjugiert imaginär) von 
der Art, daß die zugehörigen Tangentialebenen einer gegebenen 



1) M. Chasles, Aperpi historique, Jl&d. (Paris, 1875) Note VEI, 
3) Um dies zu eikeimeD, genügt es, als neae Unbekannte to^tg — 
nehmen; dann erhält man eine in ta quadra^tiaclie Gleichnng, 
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Geraden parallel laufen. Diese Eigenschaft findet eine nützliclie An- 
wendung bei der Untersuchung der Schattengrenze einer Schrauben- 
fläehe, die von einem unendlich fernen Punkte aus beleuchtet ge- 
dacht wird. 

§ 2. Die Sckraubenregelfläclien. 
Von den Sehraubenflächen bieten ein besonderes Interesse die- 
jenigen, die durch Bewegung einer Geraden erzeugt werden; es sind 
die sog. Schraubenregeiflächen, mit denen wir uns hier zuerst 
beschäftigen wollen. 

L Die abwickelbare Schraubenfläehe. 
302. Bewegt sieh die erzeugende Gerade derart, daß der Punkt Q, 
der den kleinsten Abstand r von der Achse a hat, eine Schraubenlinie 
durchläuft, deren Steigung« gleich dem Komplement des Winkels y ist, den 
die Gerade mit a bildet, so entsteht eine abwickel- 
bare Schraubenfläche. Oder anders ausgedruckt 
Die Fläche wird erzeugt von den Tangenten 
einer gewöhnlichen Schraubenlinie 2, die fUnn 
(vgl. Nr. 197) die ßiickkehr kante der Pldcbe ist 
Aus den Gleichungen (3) in Nr. 218 folgt, daß 
unsere Fläche analytisch auf fönende Weise dar- 
stellbar ist: 



- riaost — u ■ sint), 
= r(sin( + M ■ cosi), 



-hi + it) 



Nehmen wir für die graphische Darstellung von 
D als Projektionsebenen dieselben Ebenen, wie 
die Koordinatebenen, so projizieren sieh die Er 
zeugenden als Geraden, deren Darstellung wir 
seiner Zeit (Nr. 220) dargelegt haben Um eine 
klare Vorstellung von der Fläche zu erbalten, 
bilden wir nur einen Teil derselben a.b, mdem 
wir den Tangenten eine bestimmte Lange l geben 
Dann projizieren sich diese im Giundriß als Tan- 
genten von Z' (s. Fig. 139) und erhalten alle die 
Länge l'^l-CQSx, wenn x die Steigung (tg)c=--—j 
ist. Ihre Endpunkte liegen daher alle auf einem 

Kreise 2^'/ vom Radius r^ = Yr^ + V\ In Wirklichkeit liegen diese 
Punkte also wieder auf einer Schraubenlinie S^, und diese hat die 
Steigung tgXj — -; im Aufriß liefert diese wieder eine Sinuslinie 
£/'. Ein Stück des zweiten Umrisses (in der Figur bei D beginnend) 
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ergänzt dana das Bild der F^clie^). Je weiter wir uns von der Achse 
entfernen, desto flacher werden die Schraubenlinien, so daß die F^che 
nach außen hin immer mehr kegelförmig wird. 

Ein beliebiger Punkt P' der Grundrißebene, der außerhalb des 
Kreises £' liegt, in den sich die Schraubenlinie projiziert — denn 
die Fläche tritt nicht in das Innere des über £' errichteten Zylinders 
ein — ist Projektion Ton unzählig vielen Punkten der Fläche. Um 
diese zu bestimmen, ziehea wir von P' an 2' die Tangenten, die in 
Q' und li' berühren. Sind nun Q" bzw. M" irgendwelche von den 
entsprechenden Punkten des Aufrisses der Schraubenlinie, und q" bzw. 
r" die zugehörigen Tangenten, so liefert der Schnitt der Ordinate von 
P' mit q" oder /' die Punkte P". In ähnlicher Weise kann man zu 
P" den Punkt P' flnden. — Die Schnittlinie der Fläche mit der 
Grundrißebene, also auch mit jeder zur Achse senkrechten Ebene, hat 
die Gleichung: 

X = r{cQst + ( - sini), j/ = r(eoat — t ■ smt); 
sie ist daher eine Kreisevolvente (s. S, 86). Denkt man sieh die 
Tangenten nach beiden Seiten verlängerti, so erhalten wir die beiden 
Zweige der Kurve, und da diese unendlich viele Doppelpunkte hat, 
so hat die Flüche unendlich viele Schraubenlinien als Doppellinien. 

Zur IJbuiig. Den Schnitt der abwickelbaren Schraube nflä che mit dör 
Vertikalebene zu beatimmeu, 

II. Die Konoid-Schraubenfläche. 
303. Eine andere Schraubenregelfläche gehört den Konoiden an 
und heißt daher Konoid-Schraubenfläche (auch gerade, flachgängige, 
MinimalBchraubenfläche, Meusniersche oder Schraubenfläche 
mit quadratischer Öffnung oft auch Wendelfläche genannt). 
Sie entsteht, wenn man von allen Punkten einer gewöhnlichen Schrau- 
benlinie die Lote auf die Achse fällt. Da zwei beliebige dieser Geraden 
sich nicht schneiden, ao ist diese Fläche nicht abwickelbar. Um ihre 
analytische Darstellung au erhalten, nebmen wir an, daß die Leitlinie 
in derselben Weise dargestellt sei wie in Nr. 216. Dann lassen sieh 
die Erzeugenden offenbar darstellen durch zwei Gleichungen wie 



-tgy. 



= hq), 



(1) 



und durch Elimination ■ 



1 (p erhält man als Gleichung der Fläche 

-'-tg| (ä) 



1) Verlängert man die Tangenten auch nach der anderen Seite, oder zeichnet 
das ZQ einer durch A gezogenen Horizontalen aymmetrische Bild, so erhält man 
den andern Teil der Fläche, von dem man auch eine Vorstellung erhält, wenn 
mim die Fig. 139 auf den Kopf stellt. 
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Graphisch läßt sich die Fläche leicht nach der Mongeschen Methode 
darsteUen, wenn man die Leitlinie in der üblichen Weise darstellt 
(s. Pig. 140). Dann projizieren sich die Er- 
zeugenden im Grundriß als Geraden durch 
den Punkt n', im Aufriß als Senkrechte zu 
a", resp. als Parallele zur Grundlinie. Auf 
jeden Radius a'P' projizieren sich alsdann 
unzählig viele Erzeugende der Fläche, näm- 
lich alle diejenigen die zum Aufriß die Par- 
allelen zur Grundlinie haben, die durch die 
Schnitte der Ordinate von P' mit dem Au- 
friß der Leitlinie gehen. Will man nun für 
die Punkte, deren Grundriß M' ist, den Auf- 
riß finden, so braucht man nur die Schnitte 
der Ordinate von M' mit dem Aufriß g" 
derjenigen Geraden zu bestimmen, die a'M' 
zum Grundriß haben. — Ist hingegen M" 
gegeben, und man will M' finden, so zieht 
man durch M" die Parallele zur Grundlinie 
und bestimmt den Schnitt P" mit dem Auf- 
riß der Schraubenlinie, Ist nun P' der ent- 
sprechende Punkt im Grundriß, so ist 31' 
der Schnitt von a'P' mit der Ordinate 
von M". 

304. Ein mit der Fläche koaxialer 
Zylinder, dessen analytische Darstellung ^' '*"' 

^2 _j_ j^S ^ p^ Q^Qj. 3. ^ ;.C0SGJ, j/ = ^B!ntO 

ist, schneidet die Fläche in einer Kurve, die durch diese und durch Gl. (1) 
dargestellt wird. Setzen wir nun jene Werte von x, y in diese ein, 
so erhalten wir tgto = -r\ jene ist daher folgender Darstellung fähig 

X = ^cosl», y = 1 --into z = h-to (3) 

Die Schnittkurve ist also eine Schraubenlinie die mit der gegebenen 
die Achse und die Ganghöhe gemeinsam hatM, solcher Linien enthält 
also die Fläche 00', was auch mit der allgemeinen Bemerkung auf 
S. 270 übereinstimmt. Durch jeden Punkt M der Fläche geht eine 
solche Linie, und die Tangente an "^le m M und die durch M gehende 
Erzeugende der Fläche bestimmen die Tangentialebene in M an die 
Fläche. Aus der Gl. (2) geht hei vor (vgl Kr. 218), wenn j- der Winkel 
der Tangenten der neuen Schraubenlinie gegen die Achse ist, daß 

tgj- = -T-, oder ^ctgy^A ist. 




1) Hiervon iat bei der Darstellung in Fig. 140 nützliche Anwendung gemacht. 
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276 III- Bnoli. Flächen, 

Dies zeigt uaa: Die gerade Scliraubenfläelie wird von jedem koaxialen 
Zylinder in einer Scliranbenlinie geschnitten, die die Erzeagenden 
des Zylinders nnter einem Winkel schneidet, dessen Kotangens nm- 
gekelirt proportional dem Radius jenes Zylinders ist.'^) 

Unsere Fläche enthält aber noch oo^ weitere Zyliuderschranben- 
linien. Schneiden wir sie nämlich mit einem geraden Kreiszylinder 
desBen Achse durch die Achse der Fläche geht, so wird dieser durch 
die Gleichung dargestellt werden: 

^ä _|. j(S — 2rx ■ cosa — '2ry ■ siacc ^ 0, 
oder durch das System 

X = /(cosK -|- COSßj), y = Z(sino: + sinra). 
Kombinieren wir diese Gleichungen mit (2), so erhalten wir 



Dies zeigt uns, daß der Schnitt der betrachteten Schraubenfläche mit 
dem besagten Zylinder folgender paramefcrischer Darstellung fähig ist: 

x^l- cosß+r-coscj, 1/ ^ l ■ sina + 1 ■ sino}, = -^(a+ dj). 

Er ist daher eine Zylinder Schraubenlinie, deren Ganghöhe die Hälfte 
der der gegebenen ist: sie hat den Namen exzentrische Schrauben- 
linie; es gibt deren oo* auf der Fläche. 

Zu den exzentrischen Schraubenlinien gelangt man auch, wenn 
man die Linien gleicher Neigung J. gegen eine zur Achse senkrechte 
Ebene sucht. Da nämlich für eine solche Kurve ;-- ^sinA sein muß, 
Bo ist weiterhin dx' -f- dy^ =- dz^ ■ ctg^;l, oder wegen Gl, (2) 



dx^ + äy^ = fe^ctg'A- (darct^ 



Dies ist die Differentialgleichung der Horizontalprojektion der betr. 
Kurve. Führt man nun Polarkoordinaten ein, so wird 

(?p^ + p^-dco^ = h^-atg^K-da^, 
oder , 

Wird integriert, und ist a die Integrationskonstante, so ist 



1) F, Lucas, Memoire sur lef propriiUs geometriqties de I'arche b 
9 l'Ec. pol, XXXVm cah., 1861, S. 9. 
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6. Kap. Die Sohraubenflächen. 
ind wenn man wieder zu karte ei sehen Koordinaten zurückgeht 
{x' + p^)--\-- = a: sine + y-cosa. 



Nun steRt diese Gleichung einen Kreis durch den Anfangspunkt dar, 
also sind die Linien gleicher Neigung nicht verschieden von den ex- 
zentrischen Schraubenlinien, wie ohen gesagt war. 

Ein dritter Weg, um zu denselben Kurven zu gelangen, wird zn 
Ende der folgenden Nr. beschritten. 

306. Wir nehmen auf der Schraubenfläche eine Erzeugende e 
und legen durch sie eine beliebige Ebene t = [#^, t^]. Dajin betrach- 
ten wir eine beliebige Erzeugende g der Fläche und konstruieren den 
Punkt X^{X',X"), in dem g die v trifft (a. die vorige Fig. 140). 
Variieren wir g, so variiert auch X und beschreibt eine Kurve, von 
der man auch punktweise die beiden Projektionen erhalten kann. Om 
analytisch die erste Projektion zu bestimmen, wollen wir die Erzeu- 
gende e als die durch den Wert a des Winkels y (vgl. Gl. (1)) fest- 
gelegte annehmen, dann hat die Gleichung von t die Form 

X ■ sina + y • cos« -\- ii(z — haj ^ 0. 
Eliminieren wir z aus dieser und aua Gl. (2), so entsteht die Gleichung 
des Grundrisses der besagten Kurve; sie ist also 

X sin« — y sin« -\- ^Alarctg —■ — «)= Ö- 
Gehen wir zu Polarkoordinaten über, bekommen wir 

p sin(ß — cj) -f (ih{<o — ß) =^ 0, 
oder, wenn wir die Polarachse verlegen, indem wir a — o = Ö setzen 
$ 

Diese Gleichung stellt nun die auf S. 85 beschriebene Quadratrix 
dar, und somit haben wir den folgenden: 

Satz des Pappos: Schneiden wir die Wendelfläelie mit einer 
dnrch eine Erzeugende gehenden Ebene, s« erhalten wir eine Kurve, 
deren Orthogonalprojektiou anf eine zur Achse senkrechte Ebene 
eine Qnadratrix des Dinostratus ist. 

Zur i,'1)nn$. I. Man konstruieie und bestimme die Gleichung der Hori- 
zontalprojektion des Schnittes einer beliebigen Ebene mit der geraden Schiau- 
benfläche. (Man erhält eine sog. verlängerte oder verkürzte Quadratrii.) 

II. Wie verhält es sich mit der Darstellung der Soktauhenfläche in der 
Methode der kotierten Ebenen? 

Aus der Gl, (2) ergibt sich die Gleichung der Tangentialebene 
in einem Punkte {x, y, z) der Fläche selbst als 
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hiXy-Yx) + (Z-£){x' + f) = 0, .... (4) 
wenn X, Y, Z die laufenden Koordinaten sind. Wenn man hingegen in 
dieser Gleichung die X,Y,Z&h gegeben ansieht, so stellt sie eine Fläche 
dar, die die Schrauue in der Bernhrmigslinie mit dem ihr vom Punkte (X, 
Y, Z) umbeschriehenen Kegel schneidet. Diese Gleichung ist nun vom 
3'"' Grade in x, y, z, also; Der scheinbare Umriß einer Wendplfläche 
gesehen von einem in Endlichen gelegenen Funkte des Raumes ist 
eine transzendente Knrve, die aber auf einer algebraiscüen Fläche 
dritter Ordnnng liegt. Die Fläche entlmlt die Schraubenachse and 
die unendlich ferne Grade der zu ihr senkrechten Ebenen, von denen 
sie in Kreisen geschnitten wird; letztere haben als geometrischen 
Ort ihrer Zentra einen Kegelschnitt, der in einer durch die Achse 
gehenden Ebene liegt. — Setzen wir nun 

X = ^cosa, Y =^l-co»ß, Z ^l-nosy, 
und lassen dann Z unendlich groß werden, so wird die Gl. (4) zu 

/(((/■cosa — 3;-cos^) + (a;^ + y°) eosy = 0. . . (5) 

Folglich: Der scheinbare Umriß einer Wendelfläche von einem un- 
endlich fernen Punkte gesehen projiziert sich auf eine zur Schraub- 
achse senkrechte Ebene in einen Kreis. Die Gl. (5) stellt aber auch 
einen Zylinder dar, der die Achse der Fläche enthält, folglich können 
wir zufolge des früher (Nr. 305) Gesagten auch behaupten: Der schein- 
bare Umriß einer Wendelfläche von einem unendlich fernen Punkte 
aus ist eine exzentrische Schraubenlinie. 

III. Die windschiefe (geschränkte) Schraubenfläche. 

306. Die Definition der geraden Schranbenfläche läßt sich ver- 
allgemeinern. Denken wir uns nämlich wieder eine Schraubenlinie S 
mit der Achse n und lassen eine Gerade sich so bewegen, daß sie 
stets I^ und a, und zwar letztere unter einem gegebenen Winkel X 
trifft, so entsteht die schiefe Schraubenfläche; sie heißt auch 
Echarfgängige Schraube oder auch Schraube mit dreieckiger Öffnung. 
Sie kann natürlich auch durch die Schraubenbewegung einer Geraden 
erzeugt werden , die die Achse unter dem Winkel X trifft. Ist g eine 
Erzeugende, sind A und C die Punkte in denen sie die a und 27 trifft, 
und fällen wir das Lot GB auf a, so ist in dem rechtwinkeligen 
Dreiecke ABC stets die Kathete BC gleich dem Radius r des Zy- 
linders auf dem 27 liegt, der Winkel BAC gleich l; also bleiben 
auch die andere Kathete AB = k und die Hypotenuse AC = 1 kon- 
stant. Also läßt sich die schiefe Schraubenfläche auch dadurch er- 
zeugen, daß eine Gerade sich so bewegt, daß zwei ihrer Punkte A 
und B mit dem festen Abstände AB = l stets auf einer Schrauben- 
linie und deren Achse bleiben. Nehmen wir das Koordinatensystem 
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wie üblich, ao läßt sieh eine Erzeugende, als Verbindungslinie der 
Punkte (0, 0, hq> + k) und {r-costp, r-Bmtp, ktp) darstellen durch die 
Gleichungen ^ y e — (Aqi>-j-S) 

Eliminieren wir rp, so ergibt sich 

^-Y^'+y'^ + s-'k-harcig^^Q • • ■ ■ (6) 

und dies ist die Gleichung der Fläche (die natürlich für ft = in Gl. (2) 

übergeht). Setzen wir j - und fuhren gleich Polarkoordinaten ein, 

80 bekommen wir j , , .-, 

-- p — /c — fe© = 0, 

welche Gleichung (s. S. 84) eine Archinaedische Spirale darstellt. So- 
mit haben wir den Satz: Jeder Nonnalschnitt einer schiefen Schraub- 
fläche ist eine Archimedische Spirale.^^) 

Wir wollen ferner die Berührungskarve unserer Fläche mit dem 
nmbeschriebenen Zylinder bestimmen, dessen Erzeugende mit den 
Koordinatachsen die Winkel k, ß, y bilden.^) Bezeichnen wir die linke 
Seite von (6) mit f, so wird jene Kurve dargestellt durch 

f=0 und |f-co9ß + |^-co8(3 + |^-cosj' = 0. 
Setzen wir für f seinen Wert, so erhalten wir 

Da diese 2 nicht mehr enthält, so ist sie die Gleichung der Projek- 
tion der Kurve auf die xy-'Eheae. TJm sie zu vereinfachen, setzen wir 
an Stelle der Koordinaten x, y die neuen ^ n Axadh folgende Bezieh- 
ungen definiert 

a;-eo8ß -|-i/-co8/5 = i-sinj', x-ao^ß — ycoaa == Tjsiny. 
Dann wird kj^nr_ _ h__n»m^ ^ _ q 

oder wenn wir Polarkoordinaten einführen: 
9= -T- 

l + yigY >^0^^ 

Dies ist eine Kaprikomoide (vgl. S- 81), die als charaktemtische 
Konstanten A = k ■ tgy und E = ^^ hat. Der Fundamentalkreis der 

1) Vgl. hierzu die allgemeine Bemerkung über die Varignonache Transfor- 
mation in Nr. 30U. 

2) Vgl. V.Poncelet, Application d'analyse ä la geom^trie (Paria, 1864) I. S.147, 



Hosted by 



Google 



280 m. Buch. Flächen. 

Kurve ist also unabhängig TOn der Eichtung der Erzeugenden des 
Zylinders. Die Kurve hat einen reellen Doppelpunkt, wenn .4 > B 
also wenn tgy > ■ Nun ist aber -^ gleich dem Tangens des kon- 
stanten Winkels 1, den die Erzeugenden der Schraubenflüche mit der 
Achse bilden; folglich hängt die Existenz des Doppelpunktes davon 
ab, oh y^L Wenn X^ y, so hat die Kurve unendliche Zweige, 
anderenfalls ist sie geschlossen. (Diese Bemerkungen erleichtern die 
Konstruktion des Schattens, den die schiefe Schraubenfläche auf eine 
senkrechte Ebene wirft, unter der Voraussetzung, daß die Lichtstrahlen 
parallel auffallen.) 

Nehmen wir im speziellen «=",/* = 0, y --" , so wird die 
Gl. (7) 

hr , 
p = p-'CtgO). 

und stellt dann (S. 79) eine Kappa-Kurve dar; also können wir sagen: 
Der zweite scheinbare Umriß der schiefen Schranbeufläclie projiziert 
sich in eine Kappa-Knrve. 

Znr fjbnug. Man untersuche die Schattenkurve einer schiefen Schrauhen- 
fiäche für den Fall, daß die Lichtquelle im Endlichen liegt.') 

807. Stellen wir die Schraubenlinie I^ in Orthogonalprojektion 
nach der üblichen Weise dar, so ist auch die Darstellung der Fläche 
sehr bequem. Nehmen wir nämlich einen be- 
liebigen Punkt C s (C, C") von S und den- 
jenigen Punkt A ~ (A', Ä") auf a, dessen Kote 
um die Strecke h größer {oder kleiner) ist, als 
die von C, so ist ÄC eine Erzeugende (/ der 
Fläche. / ist der Radius A' C des Kreises 2?'. 
Es ist also leicht, <j" zu konstruieren, wenn 
g' als eine durch a' gehende Gerade gegeben 
ist. Ebenso leicht ist es, wenn ein Punkt der 
Fläche im Grundriß als M' gegeben ist, das 
zugehörige M" zu finden (s. Fig. 141). Die 
Tangentialebene in Jü" an die Fläche enthält 
außer der Erzeugenden g auch noch die Tan- 
gente t an die durch M gehende Schrauben- 
linie der Fläche, ist also leicht zu konstruieren, 
wie es in der Figur geschehen ist, wo (', t" 
die Projektion der Tangente, t^, t^ die Spur- 
linien der gesuchten Ebene 1 




1) J. de la Gouri 



■ e, Joum. de l'Ec. poljt., XXXIV cah., 18öl. 
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IV. Die allgemeinen Sehraubenregelflächen. 
308. LasseQ wir in der Definition der schiefen Soliranbenfläclie 
die Bedingung fallen, daß die erzeugende Gerade die Achse a treffen 
soll, 80 erhalten wir eine allgemeine Schraubenregelfläehe, die 
die beiden früher behandelten Mächen als Spezialfälle in sich schließt. 
"Wenn i_a y — b__ z_~c 

die öleichungen der Erzeugenden sind, und man schreibt diese als 

x^ a -{■ (-cos«, y = h -V t-cnsß, s = c + ^cos]-, 
und zieht die Gl. (2) hinzu, so sieht man, daß die parametrische Dar- 
stellung der Fläche folgende Form annehmen kann 

a: = (a + i-eos«) cosm — (6 + ( ■ cos^) sin« i 

y = (a + #-cosß) sinw •}- Q> ■'r t ■ cos (3) cosm [ ■ ■ ■ (8) 

2 = c + ^coay + AM ) 

Diese Gleichungen vereinfachen sich, wenn wir die «^-Ebene parallel 

zur Anfangsl^e der Erzeugenden nehmen; letztere läßt sieh dann durch 

y ^h, s = X ■ tgJ. + c 
darstellen, und diese sind gleichbedeutend mit den folgenden: 

X ^t, y = ö, e ^t ■ tgA + c. 
An Steile you (8) können wir dann setzen 

X ^ ^cosM — 6 -sin«, y = if-siuM + h ■ cos«, z = t-tgl + c + am. (8') 
Nun liefern uns diese 

t u ' - 
t =yx^ + f -i\ I = f^-— - tg (m+ arctg |) , 






Setzen wir nun in dritte der Gl. (8') für / und u diese Werte ein, so 
ergibt sieh: 

s — V^ +i/ — 6 ■ tgA + C + /(-arcain ^ — —i^:—i v') 

als Gleichung der Fläche. — In dem Spezialfälle A = sind alle Er- 
iden parallel zur a^y-Ebene; alsdann wird Gl. (9) 

= c + Aare sin "*^ --,-,- ('**) 
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und stellt dann die Fläche dar, die die französiBchen Geometer „aur- 
faee d'intrados de l'escalier ä noyau plein" nennen; alle ihre Erzeugen- 
den sind parallel za einer festen Ebene. 

Weati man zur graphischen Darstellung der allgemeinen Regel- 
schraub enfläehe Orthogoaalprojektion nimmt, und als Gfrundebene eine 
zur Achse a senkrechte Ebene wählt, so werden die Erzeugenden im 
Grundriß zu Tangenten g' eines Kreises mit dem Zentrum a', der Ra- 
dius ist gleich dem kürzesten Abstand r der Geraden von a. Dieser 
Kreis ist die Projektion der Kehl- oder Striktions-Schraubenlinie 
der Fläche und zugleich der erste scheinbare Umriß. Will man g" 
erhalten, so betrachte man zwei beliebige Punkte P und Q von g, 
und zeichne die beiden Schraubenlinien, die von P und Q beschrieben 
werden auch im Aufriß; so findet man I'" und Q", deren Verhindungs- 
linie g" ist. 

Zur Übungp. I. N^a.chzun' eisen, daß der scheinbare Umriß einer aU^emeinen 
Schraubenfläohe , gesehen von einem beliebigen Punkte des Kaumee aus, eine 
Kurve ist, die auf einer algebraischen Fläche liegt. — II. Den Fall, daß jener 
Punkt im Unendlichen liegt, zu untersuchen. — III. Diejenigen Schraubenlinien 
derselben Fläi',he aufausnchen, die die parabolische Kurve der Fläche bilden. 



§ 3. Einige darstellend geometrische Aufgaben über Schrauben- 
flachen im allgemeinen. 
309. Ist eine Seh rauben flu che durch ihre Achse a, die Ganghöhe 
H und die Erzengende r bestimmt, und man will sie in Orthogonal- 
projektion darstellen, so nimmt man zweckmäßig 
die Grundrißebene senkrecht, die Aufrißebene 
parallel zu a und zugleich parallel der ^^-Ebene, 
so daß die y-Achae parallel zur Grundlinie wird. 
Sind dann die beiden Projektionen von V ge- 
geben, so lassen sich verschiedene Aufgaben 
über diese Flächen leicht lösen, wie wir jetzt 
zeigen woUeiL 

I. D«n HaTiptmeridiDn punktweise za kon- 
stmiereii. Diese Linie hat eine analytische Dar- 
stellung, die aus der Gl. (2) entsteht, wenn man 
in ihr a: = setzt, oder|(i)-cosM — i;(#)-sinM=0. 
Sie ist also: 

tgM = ii*|, oder M^arctg^l*'- 
Hieraus folgt dann 




s = ^() -(- /* ■ arctg 



■im 



(11) 



Betrachten wir nun (s. Fig. 142) einen beliebigen Punkt P = (P', JP") 
von r und zeichnen den Kreis K mit dem Zentrum a' und den Ba- 
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dius h,, der von der positiven Richtung der y-Aehse in A geschnitten 
wird. Ist aun M' der Schnitt von a' Ä mit dem Kreise um a' mit 
deiQ Eadiue a'F, bo ist M' die erste Projektion eines Punktes des 
Hauptmeridians. Ist nun P^ der Schnitt von a'P' mit K, so ist offenbar 



^Poa'^ = -^arct 



■ nity 



also arcPgjl^A'aretg 



Die 61. (11) 



zeigt uns aber, daß die Ordinate von M gleich der von P ist, ver- 
mehrt nm den (etwa nach S. 63 rektifizierten) Bogen P^jI. Ziehen 
vv'ir also M'M^^ und P' I\^ senkrecht zur Grundlinie und tragen auf 
ersterem Fj^P"-\- avo, Pf, Ä = M^^M" ab, so erhalten wir den Aufriß des 
zu M' gehörenden Punktes M des Meridians; durch Variation von P 
erhalten wir alle anderen. 

IL Ge^elieii der Ömndriß _P' eines Punktes F der Fläche, ge- 
snelit der Aufriß P", Analytisch ist die Aufgabe identisch mit der: 
gegeben die Koordinaten a:, y von P gesucht z. Demnach folgt aua 
Gl. (2) 

Setzen wir nun 



"+- 



= tg'/'i 



so haben > 



tg^ = tg(M + q5), 
oder ^ ^ M + y (mod Sü;), d. h. 

M = i/^ — 9) -f- 2ftff (wo h eine ganze Zahl). 

Der Punkt (|, 1;) ist daher einer der Schnitte 
^ von r' mit dem Kreise K, dessen Zentrum a, 
dessen Radius a'P' (s.Fig. 143), und es ist, wenn 
vrir Bogen und Winkel einführen gezählt im po- 
sitiven Sinne 

-^ P' a'x = ip, ^ Q'ax = ip, 
also 

■^a'P'Q'=^-ip^ und ä = £(()- arcPf,^o, 
wenn P^ uud Q^ die Schnitte von a P' und a'Q' 
mit dem Kreise um a' mit dem Radius h sind. 
Fällen wir nun auf die Grundlinie die Lote P' Pj^ 
und ^ Qj^^ und verlängern sie, so daß ietzeree 
die r" in Q" trifft, so ist Ö12Ö" = £(0; machen 
wir Pjs^ — QjiQ" und verkürzen ersteres um 
arcPflöo- so daß P^^P' = Q,3Q"-a.rcPoQf„ so ""^ "" 

ist P" eine der gesuchten Projektionen. Unzählige andere liegen auf 
derselben Ordinate in Abständen von P", die gleich eiuem Vielfachen 
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sind. Außerdem gibt es noch weitere Serien solcher 
Punkte, wenn F" den Kreis K Öfter schneidet. 

\\l. Gegelien zwei Schranbenüächen mit gemeiusamer Achse und 
derselben Ganghöhe, gesucht die Schnittlinien. Diese sind offenbar 
Schraubenlinien mit derselben Achse und derselben Ganghöhe. Um 
sie zu finden, konstruiere man die Hauptmeridiane beider Flächen, 
und bestimme deren Schnittpunkte: durch jeden von diesen geht eine 
der gesuchten Linien. 

IV, Die Schnittpunkte einer Schraubenflaehe of mit einer Ge- 
raden g zu bestimmen. Man betrachte die Sehraubenfläche die mit 
oC die Achse und die Ganghöhe gemeinsam hat, aber als Erzeugende 
die Gerade </ hat. Diese schneidet cP in einer gewissen Zahl von Schrau- 
benlinien, die nach III zu bestimmen sind, und jede von diesen trifft 
g in einer Anzahl von Punkten, welche die gesuchten sind. — In 
ähnlicher Weise lassen sich die Schnitte mit einer anderen Linie 
auffinden. 

V. Die Schnittlinie einer Schraubenfläche mit einer Ebene t 
zu konstruieren. Wir schneiden beide Flächen durch eine horizontale 
Ebene 6; wir erhalten so eine Kurve N und auf r eine Gerade s. 
H ^ N' erhalten wir ans den Meridian F durch eine Varignonsche Trans- 
formation (S. 88); «'schneidet M' in Punkten, die dem Grundriß der 
gesuchten Kui-ye angehören, während die zugehörigen Ordinaten s" in 
Punkten des Aufrisses schneiden. Variieren wir %, so ändert sich M' 
in der Lage, bleibt aber sich selber kongruent; zu jeder Lage erhält 
man neue Punkte der gesuchten Kurve, Natürlich vereinfacht sich 
die Aufgabe, wenn zur Bestimmung der Sehraubenfläche der Normal- 
schnitt N gegeben ist; in diesem Falle aber wird die Konstruktion ein- 
facher, da N' immer identisch mit der gegebenen N ist, 

§ 4. Untersuchung einer besonderen Schraub enääche, nämlich der 

von Saint Gilles. 
310. Eine Sehraubenfläche, die als Hauptmeridian einen Kreis 
hat, heißt Schraubenflache von Saint Gilles^). Nehmen wir wieder 
die Achse der Fläche als ^-Achse, so läßt sich der Hauptmeridian 

darstellen durch , ,.,.= = 

{x — «)' + (z — cf = r^ 
oder auch durch 

X = a -\-r ■ cos(, 3/ = 0, z = c + r ■ %\nt. 
Demnach hat die Fläche die Gleichung 

iVx^ + y' - ay +{b-]i. arctg -^ - c)' - /-^ = 0, . (1 2) 

1) So genannt, weil aie als Gewölbefläohe auerfit in der Probatei von Saint 
Gilles (Stadt in der Nahe von Arlea, Stidfrankreich) angewendet worden ist. 
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und als parametrisclie Darstellung 

X ^ (a + r-cost) eosM, y ^ {a -{- r • coat) sinu, g ^ c + r äiut -\- hu. (13) 
Aus (12) schließt man, daß die Norm als ehnitte der Fläche eich in 
Kurven projizieren, die folgende Polarglei ehung haben 

{q - ay 4 (Äw - cf - r^ = 0. 
Die Gleichung der Tangentialebene au die Fläche im Punkte {t, u) 
wird sein 

— (a + r cos f) cos u i/~(a + rco8;)sinM e — (c-\-rsmt + hu)\ 
— aini-cosM — sin^ain« cost =0. (li) 

{a + r cos*) siuM (a -\- r cost) cosm h 

Nennen wir den Winfeel, den diese Ebene mit der a;^-Ebene bildet, 

y, so ist (o + rcos()amt 

cosv = -- --^^ — ■ 

Da dieser Ausdruck unabhängig von u ist, so ist y konstant für alle 
Punkte der einen von den oo* Schraubenlinien, die die Fläche enthält. 
Man kann also sagen: Ist _P ein Pnnkt der Saint Gillessclien Fläche 
und ;7T die zugehörige Tangentialebene, so bleibt jt stets Tangential- 
ebene, wenn man sie zugleich mit F an der die Fläche erzengenden 
Schraubung teilnehmen läßt. Dieser Satz ist offeubar ein Spezialfall 
der in Nr. 301 gemachten allgemeinen Bemerkung; wir haben ihn nur 
als KoniiroUe abgeleitet. Für einen Punkt des Hauptmeridians, für 
den M = 0, wird Gl. (14) 

' X — {a + r aost) y s ~ {c -\- r sini) j 

j — sint cosf j = 0, 

(a + r eosi) h \ 

oder 
[x — ia -{-r cos()] cos^(a + r cost) — % sin( ■ y -\- \p — {c -\- r amt]\ 
■ sin(-(a -|- r cosi) = 0. 
Die entsprechende Normale hat also die folgenden Gleichungen: 
x-{a + rcos t) _ y _z ~{c^r^in f)_ 
{a + rcoHt)eo^t -hsint {a + r üontjmnV 

nun werden diese befriedigt, wenn man setzt 
rh-sint 

daher treffen alle Normalen der Fläche in den Punkten jenes Meridians 
die Geraden x = a, « — c, und diese ist die im Mittelpunkte des 
Ereises auf seiner Ebene errichtete Senkrechte. Was nun für den Haupt- 
meridian gilt, gilt auch für alle anderen, und daher haben wir den Satz: 
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m. 



Fläehen. 



Die Normalen in den Punkten eines Meridiankreises der Saint Oil- 
lesschen Fläche treffen alle die im Mittelpunkte des Kreises errich- 
tete Senkrechte. Die in analogen Punkten der oo^ Meridiankreise er- 
riciiteten Normalen bilden offenbar eine spezielle Sclirau benreg« 
von der in Nr, 309 beschriebenen Art. 



Sil, Um die beschriebene Fläche graphisch darzustellen, nehmen 
wir die Aufrißebene parallel zur Ebene des ei-zeugenden Kreises F in 
seiner Anfangslage. Um eine bestimmte Vorstellung zu erhalten, wollen 
wir in unserer Fig. 144 annehmen, 
daß r die Achse a nicht schneide, 
und daß MN^(M'N', M" N") der 
horizontaleDurchmesser des Krei- 
ses r mit dem Mittelpimkte sei. 
Dann beschreibt M die Kehllinie M, 
N die Äquatorlinie N, und eine 
Schraubenlinie Q, die wir Zentral- 
linie nennen wollen. Diese drei 
Linien bilden sieh im Grundriß als 
drei Kreise mit dem Zentrum a' und 
den Radien a! M', a'N', a'O' ab. M' 
und N' bilden den ersten schein- 
baren Umriß der Fläche. M", N", 
Q" dagegen sind Sinuslinien von 
gleicher Wellenlänge aber verschie- 
dener Amplitude. Jeder Punkt P von 
r erzeugt eine Schraubenlinie, die 
im Aufriß eich als eine ebensolche 
Sinuslinie projiziert, und die Enve- 
.'loppe aller dieser Sinuslinien liefert 
den zweiten scheinbaren Umriß der 
Fläche; im Grundriß geht jene 
Schraubenlinie in einen Kreis mit 
'^' dem Zentrum a über. Umgekehrt 

ist jeder innerhalb von M' und N' gezeichneter konzentrischer Kreis 
die Projektion zweier auf der Fläche gelegener Schraubenlinien von 
derselben Steighöhe wie Q. Jede radial verlaufende Strecke Ä'B" 
zwischen denselben Kreisen ist dagegen die Projektion eines Meri- 
dians r, der sieh im Aufriß als Eüipse F" abbildet, deren vertikale 
(große) Achse gleich dem Durchmesser von F ist, dessen kleine Achse 
Ä"S" gleich der Projektion von J.'If auf die Grundlinie ist und 
stets mit ihren Endpunkten auf M" und N" liegt, während ihr Mittel- 
punkt 0/' auf Q" liegt. Die Enveloppe aller dieser Ellipsen liefert 
ebenfaÜH.den zweiten scheinbaren Umriß. 
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6. Kap. Die Schraub enfläclieii. 287 

Nach diesen Überlegungen ist es leicht, die Punkte der Tläche 
zu fluden, deren Grandriß ein gegebener J'unkt _P,' ist. Wir betrach- 
ten nämlich die Schraubenlinien O und * der Fläche, deren Projek- 
tion 0' der Kreis mit dem Radins aP^' ist. Er schneide M'N' in 
P' und die Ordinate von P' aehneide F in P" und P"'). Die durch 
diese Punkte gebenden Sinusliuien ^" und (&" schneiden nun die Or- 
dinate von Pj' in zwei Reihen von Punkten P^", Pj", deren jeder als 
Bild des gesuchten Punktes angesehen werden kann; die Strecken F^" P^" 
sind natiirhch alle äquipoUent mit P"P". 

Wir können gleichfalls eine Koastniktion der Tangentialebene in 
einem beliehigen Punkte P^ = (P/, P/') angeben. Diese muß sowohl 
die Tangente i an die durch P^ gehende Schraubenlinie als auch die 
Tangente u an den durchgehenden Meridian .T^ enthalten. Die Pro- 
jektionen f, t", die Tangenten an den Kreis und die betreffende Sinus- 
linie sind, können wir konstruieren, u fällt mit Ä^ B-y zusammen; 
m" ist Tangente an die vorhin beschriebene EUipse r/', deren Mittel- 
punkt Ol" war. Konstruieren wir in bekannter Weise deren Brenn- 
punkte F und G (b. Fig. 144), halbieren den Winkel PP/' G und er- 
richten auf der Halbierungslinie in Pj" die Senkrechte, so haben wir 
m". Die Spurlinien der gesuchten Ebene werden dann "ya bekannter 
Weise konstruiert. 

Schließlich wollen wir noch die Gleichung des zweiten schein- 
baren Umrisses entwickeln. Wir nehmen die Gl. (14), setzen darin 
X = l cos«, y = 1- cos/3, ^ = 1 ■ cosy und lassen dann l nach oo hin 
wachsen; wir erhalten dann die Gleichung 

cosa cos^ cos;' 

- (a -i- r cost) sinu (a + r coat) cosn h =0, 

— sin* ■ cosM — sin( ■ sinw cost 

die die Berührungslinie der Tangentialebenen an die Fläche darstellt, 
die parallel zu der Geraden sind, die mit den Achsen die Winkel et, 
ß, y bildet. Für den SpezialfaU « = }- = —, (5=0 erhalten wir 

— (a +r Gost) siuM ■ cob( -|- h Bint ■ cosw -= 
oder 

tg„_^-|Ät_^ (15) 

Die Fig. 144 zeigt die merkwürdige Gestalt dieser Kurve. 

Diese Gleichung kann nun benutzt werden, um den scheinbaren 
zweiten Umriß der Fläche zu konstruieren, indem man auf derjenigen 
Schraubenlinie, die dem Parameter t entspricht, den zugehörigen 
Punkt (m) bestimmt der dem Umriß angehört (s. Fig. 145). Ist näm- 



1) Die drei leteten Punkte iind in der Figur oicbt gezeichnet. 
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288 HI- Bic'i- Flächen. 

lieh P = (P', P") der Punkt des Hauptmeridians von dera jene 
Schraub eolinie ausgeht, so ist zunächst •^P"0"N"^^t. Es sei nun 
E der- Schnitt von M"N" mit a", und 0"F gleich der reduzierten 
Ganghöhe h, K der Schnitt der Ordinate P'P" mit M"N", und G 
der Punkt, in welchem 0"P" von der in F zu M"IV" errichteten 
Senkrechten getroffen wird. Dann ist FG •= k ■ tg(, und 

EK ^a + r- r.oat. 

Die Parallele durch G zu il^"iV"" treffe 

die Ordinate P'P" noch in S. 

Verbindet man dann E mit JS, ao ist 

HK^FG^htgt 

.„„■FS- Jff_ '»■tgi 

Diese Beziehung mit Gl. (15) verglichen 

beweist, daß 
Pig. 14S. ' ^ HEE = M. 

Zieht man nun im Grundriß die Parallele zu EH, so schneidet sie den 
Kreis um «' mit a'P' beschrieben in A' und Ä'-, jeder dieser Punkte ist 
erste Projektion einer Reihe von Punkten des zweiten acheiubaren 
Umrisses der Fläche, und diese sind die Schnitte der Ordinaten mit 
der zu P" gehörenden Schraubenlinie. Der Ort der Punkte A', A' 
(d. b. die Horizontalprojektion des zweiten scheinbaren Umrieaes) ist 
eine algebraische Kurve 8"" Ordnung, deren Gleichung das Resultat 
der Elimination von z aus der Gl. (12) und ihren Abgeleiteten in 
bezug auf i/ ist. 

g 5. Einiges über andere Sehraubenflächen. 

313. 1. Mit dem Namen coloniie torse (gewundene Säule) be- 
zeichnen die französischen Geometer eine Fläche, die erzeugt wird von 
einem Kreise, dessen Ebene stets horizontal bleibt, und dessen Mittel- 
punkt sich auf einer Schraubenlinie mit vertikaler Achse bewegt, bei 
der der Zylinder, auf dem die Schraubenlinie liegt, denselben Radius r 
vrie jener Kreis hat. Ist wieder h die Steigung der Schraubenlinie, 
so hat sie die Gleichungen: 

a: = r-cos9D, y = r-sin(p, ü =- Äy (1) 

Die Gleichung der Fläche ist nun das Resultat der Elimination von 
g) aus den Gleichungen 

(x — r 00890)* + (y — 1" siny)' = r^, s = hq>; 
sie ist daher 



= -F !/ä - 2R{x cosf -H j/ sin -^ = 0. 



(2) 
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Die Fläche kann auch dargestellt werden durch die drei Gleich un gen 
X =^ r (cosgp + cos^), y ^ r (sinqp + sini/j), 2 = hip, . (3) 
oder durch 
»-2r. cos '^■J. tos '!^-^, !,_2rsm'-»-co. »-+-«, ,_*y. {S') 

Die Koordinatenlinien auf der Fläche sind dann die Kreise <p = const. 
und die Schraubenlinien ^ ^ const. Betrachten wir eine beliebige 
dieser Schraubenlinien, so hat die Tangente in einem ihrer Punkte 
die Gleichung 

a- _ r (008^ 4- cos Tft) ^ y — r(8mip + a ini^) ^ z — _A^ . , , /^-j 

Wenn wir in dieser Gleichung ip -= const. nehmen und ^ variieren 
lassen, so erhalten wir die 00^ Tangenten au die Schraubenlinien der 
Fläche in den Punkten eines und desselben Kreises; durch Elimination 
von i! erhalten wir also die Gleichung des Ortes aller dieser Tangen- 
ten. Nun kann man (4) auch schreiben als 

(x — r cos 9?) -j- (z — lup) siny ^ r cos^, 
{y — r sisifp) — v(s — hrp) eostp = r ami'. 

Quadrieren und addieren wir, ho wird 

{x—r coB(py + {y — r einipy + ^ (« — htp)" + -£ (^ - ^w) (^ sings — 

- y cos(p) — r\ 
oder auch 

x^ + y^ ~ 2r (x coeip ^ yem^) + ^, {s ~ kipf + ■ ^^{B-^hfp) {x sin ip — 

— y cos tp) = 0. 

Der geometrisehe Ort der Tangenten an die Schranlienlinien der 
Fläche in den Punkten eines erzeugenden Kreises der gewundenen 
Säule ist also ein einschaliges Rotationsliyperboloid'). 

Aus der Gl. (2) folgt 

nun erhält man den scheinbaren Umriß der Fläche projiziert auf die 
3:2-Ebene durch Elimination von y aus der Gleichung der Fläche 

[x-raii-ff + [!,-<■ >miy-r' m,d g _ 0, 

er ist also ^ 

X ^ ±r ■{- r cos -r-- 
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290 in. Buch. Flächen. 

Diese Projektion besteht also aus zwei kongruenten Sinuslinien mit 
der Amplitude r.^) 

Um die Gleichung des Schnittes einer durch die Achse gehenden 
Ebene mit der Fläche zu bekommen, können wir setzen 



X ^ u coBfi, y ^u ■ 8in((, z ^ v. 
Dann wird Gl. (2) zu 

M* — Swrlcos -^ cos((. -|- ein -, sinftj = 0, 
oder auch 

,_2rcos(^-,»), 
also: 

Die Achsenschnitte nnserep Fläche hestelen aus einem Paar kon- 
gruenter Sinuslinien*). 

Um die Schattengrenze der von parallelen Strahlen der Richtung d 
beleuchteten gewundenen Säule zu finden, beachte man, daß (wie oben 
gezeigt wurde) die Tangenten an die oo^ Schraubenlinien der Fläche 
in den Punkten eines Erzeugerkreises P ein einsehaliges Hyperboloid 
bilden; daraus folgt, daß die zur Richtung d konjugierte Durchmesser- 
ebene jener Fläche den Kreis F in einem Punktepaar sehneidet, das 
der gesuchten Linie angehört"). Ihre Projektion auf die a;|/-EI>ene ist 
eine algebraische Kurve. Um das zu beweisen and ihre Gleichung 
z« ermitteln, wollen wir mit cosA siny, sini s'my, eosj' die Richtungs- 
kosinus der Geraden d bezeichnen*) und beachten, daß aus Gl. (2) folgt: 

|f.2(j,-,s..-|-), (5) 

Wenn wir nun statt der karteeisehen Koordinaten x, y Polarkoordi- 
naten p, a einführen, so werden die Gl. (2) und (5) zu 

p = 2r cos (-|- — wl (6) 





2{> 


3«~ 


2(, 


»t 


2r(. 



= 2 p sin ß) 



1) Olivier, a. 0, S, 101. 2) Da«. S, 366. 3) Das. S. 262—83. 

a) Was ja erlaubt ist, da die Snmme der Quadrate dieeer Größen gleich 1 ist. 
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Demnach wird die Gleichung des umbesehriebenen Zylinders sein 

pcos (« ^ A) - r-coa(|- - >) + Y «in( ^ - a,) ctgy == 0, . (7) 
oder wegen der Gl. (ö) 

p-coB (a- X)--^ + '^ sin(^ - «)-ctgj' = 0. 



Weil nua 



a(-^-(a) = A[2 -cos{m- X)jc.tgy, 



r-cosl-v- — 0) I = — , r-sin(- 
so ergibt sii^ schließlich 

r'-'j + k'[l->^osio>-i.)]\tg'y . ... (8) 
als Polargleichung tJcr Horizontal pro jektioB der Sehattengrenze, und 



, daß diese Kurye algebraisch ist. 



es ist leicht c 

313. Stellen wir die Fläche in Orthogonalprojektion dar, 
bilden sich die erzeugenden Kreise im Grundriß in wahrer Größe 
Kreise mit dem Radius r, alle durch 
a' gebend ab; sie umhüllen einen 
Kreis mit dem Radius 2r um a, der 
den ersten scheinbaren Umriß der 
Fläche darstellt. Im Aufriß geben 
aUe Kreise in Strecken von der Länge 
2r über parallel zur Grundlinie und 
mit dem Mittelpunkte auf der (die 
Leitschraubenlinie S darstellenden) 
Sinuslinie 27" gelegen. Die End- 
punkte, die den zweiten scheinbaren 
Umriß der Fläche liefern, liegen also 
auf zwei mit S" kongruenten Sinus- 
linien (s. Fig. 146), 

Aufgabe, ^e^eben die erste Pro- 
jektion P' eines Punktes, gesncht 
die zweite JP". Eine reelle Lösung 
erhalten wir nur, wenn P' innerhalb 
des Kreises mit dem Radius 2r liegt. 
Der Punkt P gehört irgend einem 
Kreise der Fläche an, dessen Zen- 
trum auf £ liegt. 0' liegt also 
auf dem Kreise U' und wird gefunden 

als einer der Schnitte des mit r um ""■ ^*"' 

F' beschriebenen Kreises. Die Ordinate von 0' sebueidet 2J" In 0": 
durch 0" ziehen wir die Parallele zur Grundlinie; diese wird 
Ordinate von P" in P' getroffen. Auf jeder Windung lieg 




der 
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Punkte die P' zugehören. — In umgekehrter Weise kann man ver- 
fahren, um von P" nach P' zu gelangen; auch hier erhält man zwei 
Lösungen, der eine Punkt (P^') liegt auf der Vorderseite, der andere 
hinten (P/). 

Nach Th. Olivier MIden die Tangentialebenen der Fläche in den 
Punkten eines Erzengerkreises einen Zylinder'). Ermitteln wir nun die- 
jenigen dieser Ebenen, die einer gegebenen Richtung d parallel sind, 
so schneiden die zugehörigen (berührenden) Erzeugenden des Zylin- 
ders den entapre eh enden Kreis, in Punkten der Linie der Schatten- 
grenze, wenn die Fläche in der Richtung d beleuchtet wird; somit 
kann jene Linie graphisch gefunden werden^). 

314. II. Bewegt sich ein Kreis mit festem Radius r so, daß sein 
Mittelpunkt eine Schraubenlinie -S durchläuft, während seine Ebene 
stets senkrecht zu £ verbleibt, so entsteht eine Schraubenrohren- 
fläche (Serpentine, auch Sohlangenrohr genannt). Diese Fläche 
kann auch erzeugt werden als Enveloppe aller Kugeln von festem 
Radius, deren Mittelpunkte auf ü hegen. Da sich nun, bei Anwen- 
dung der MongöBchen Methode, diese Kugeln stets als Kreise proji- 
zieren, so ist der zweite scheinbare Umriß der Fläche die Enveloppe 
aller Kreise, deren Mittelpunkte auf der Sinuslinie .E" liegen, d. i. 
die Parallelkurve der Sinuslinie, und somit leicht zu zeichnen. 
Der erste scheinbare Umriß besteht offenbar aus zwei konzentrischen 
Kreisen, wie bei der Saint Gfillesschen Fläche. Die Schraubenröhren- 
fläche ist nicht nur in mathematischer Beziehung interessant, sondern 
auch technisch von Wichtigkeit. 

315. III. Unter den Sehrauben flächen ist von theoretischem Stand- 
punkte noch bemerkenswert die logarithmisehe Schraubenfläche: 

1) Beweis. Au« GL (9) ! 
tialebenea an die besprochene 



h Gleichung der Ebenen, die die Fläche längs des 

a:co9i/i — yaini^-f ^^ Bin(q), — i/.)-|- i = 0, 

wo t eine Konstante von bekannter Bedeutung iat; nnn ist aber diese Ebene, 
welchen Wert ^ auch haben möge, stets paraliel zu der Geraden 



demnach umhüllen jene <x>' Ebenen tatBächlich einen Zylinder. 
3) Olivier, a. 0. S. 261. 
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sie entsteht durch Bewegung der logarith mischen Kurve (S. 83), 
wenn ihre Asymptote zugleich die Sehraubenachse ist. Wir wollen 
hier nur diejenigen Eigenschaften angehen, die für die Darstellung 
der Fläche von Nutzen sind, indem wir es dem Leser überlassen, die 
entsprechenden Konstruktionen auszuführen. Es sei 

3; = oe* (1) 

die Gleichung der Kurve; dann ist k der bekanntlich konstante Wert 
der Subtangente. Die Gleichung der erzeugten Fläche wird dann sein 

Y'x^ + ? — ae " == (2) 

Der Schnitt der Fläche mit ^der Ebene s = c projiziert sich auf die 
3;y-Ebene als die logaritb mische Spirale 

ß = ae (3) 

Variieren wir c, so rotiert diese Kurve um den Pol, dabei sich steta 
kongruent bleibend. Eliminieren wir z aus Gl. (2) vermittels einer 
Differentiation, ao bekommen wir die Gleichung 

'('+!'a+M'i-»)=» w 

aus der folgt, daß die Linien größter Neigung sich auf die «y-Bbeno 
projizieren als die oo^ Integralkurven folgender Differentialgleichung: 

*(--»3+''{-«§|-'')=° 

oder 

''(» + !'3-*(4^!')=» « 

Nun entsteht die Differentialgleichung (5) aus (4) durch Verwandlung 
von h und ft in — /e und k, also sind die Integralkurven von (5) von 
derselben Art, wie die von (4). Also: Die ProjektioiieB der Linien 
gleicher Neigung einep logarithmischen Schranbeufläche auf eine zur 
Achse senkrechte Ebene sind logarithmische Spiralen. 

Die aligemeine Gleichung der Tangentialebene an die Fläche (2) ist 
kl(X~x)3:+{Y~f))] + 1,{^Y-,X)^(Z~,){s,'+y^)-0, (6) 

wenn x, ff, z die Koordinaten des Berührungspunktes sind, X, Y, Z 
die laufenden. Macben wir hierin X= Y ^ 0, so bekommen wir 

woraus wir schließen: Die Tangentialebene der logarithmischen Schrau- 
benfläche im Punkte -P schneidet die Plächenachse in einem Punkte 
Q, dessen Ordinate gleich der um die Konstante ft verminderten 
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XL 1. OrondiOge der mathemalisch-physikalischen Akustik. Von Dr. A. Katflhn 
Professor an der Technischen Hochscliule m Danzig. 2 Teile. 

1. Teil: (Vll u. 144 S.I 1910. SIeif gefi. M. 3.7" '' ' -' -* — ' 

XIL Die Theorie der Wechselströme. Vo , . .. „ 

kaliseh - technischen Reichsanstalt zu Charlotienburg. Mit 37 Figuren. |1V u. 94 S.| ivi^. 
Steif geh. M. 2.40, in Leinwand geb. M. 2.80. 
XlfL Theorie der elliptischen Funktionen. Von Dt. Martin Krause unter Mitwirkung 
von Dr. Emil Naetsch, Professoren an der Technischen Hochschule zu Dresden. Mrt 
25 Figuren. IVIl u. 186 S.I 1912. Steif geh. M, 3.60, in Leinwand geb. M. 4.- 
XIV. Konforme Abbildung. Von weil, Oberlehrer Leo LewenL Hersusg. von Prof. Eugen 
Jahnke. Mit einem Beitrag von Dr. Wilh, Blaschke, Privaldozenl an der Universität Greifs- 
wald. Mit 40 Abbildungen. |VI u. 118 S.| 1912. Sie« geh. M. 2.80, In Leinw. geb. M, 3.20. 
„,. ,. ^__ Yjii, Professor D- ' •'-••-'- "-■-— ••-■' 



86 Abbildungen, |V] u. 187 S,| 1912. Steif geh. M. 4,40, in Leinw. \ 
I. Dispersion und Absorption des LicTites in ruhenden i 



r Presse (*) befinden sich zunächst folgende weitere Bändchen 

Uebye.dieKandwertaufgabeni.d.theor.Physik. IVlalschoB. aus der Berulsgeschichte des in 

Oans, Potentialtheorie. genieurs an Hand seiner Werke, 

Grübler, Getriebelehre. v.Mis es, technische Hydromechanik. (2 Teile, 

OrOn eisen, Schwineungs Probleme. MSIIer,0rundlagend.Zeit-u.Or1shestimmunger 

T. Karman, Fesligkeilsprobteme dermodernen Rogowski, die Streuung des Transformator! 

Maschinentechnik. Rothe, die Fourierschen Reihen. 

Krüger, Thermo elekhiziiai. - — die partiellen Differentialgleichungen. 

Lichtenstein, über Berechnung spezieller RBmelin, Theorie der Ionisation der Oase 

elektrischerundmagnetischerFelder. ßTeile.) (2 Teile.) 

Marcotongo, Einführung in die Elaslizitäts- TImpe, ausgewählle Spannung; Probleme de 

theorle. (2 Teile.) Bauingenieurs. 
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